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1. Introduction 


Le but de cet article est P etude, dans le cadre de la geometric d’Arakelov, des 
varietes toriques projectives et lisses. Chemin faisant, nous etendons sur certains 
points la theorie developpee dans ||GS1 . 


Grace a Demazure (cf. |Pema|| ), on sait associer a tout event ail A de 7H l un 
schema n : P(A) —> Spec Z que Ton appellc variete torique associee a A. On 
trouve dans la litterature (cf. ||Da|| , ||Oda| ] et [ |Eu2|| pour des references precises) une 
description explicite de la variete complexe P(A)c en terrne des proprietes com- 
binatoires de A. Revenant au point de vue originel de Demazure, nous montrons 
que cette description s’etend sans difficulte a la situation sur Z. En particulicr, 
on dispose lorsque P(A) est projective et lisse, d’une description agreable basee 
sur un theoreme de Jurkiewicz et Danilov, de l’anneau de Chow C'//*(P(A)) en 
terme de generateurs et relations (theoreme |2.5.7|) . Plus precisement, nous mon¬ 
trons que CH*( P(A)) est engendre en tant qu’anneau par la premiere classe de 
Chern ci(L) G CH 1 ( P(A)) des fibres en droites L sur P(A). 

Ahn de donner une description analogue de Panneau de Chow arithmetique 
CH (P(A)), il nous est necessaire de munir tout hbre en droites L sur P(A) d’une 
metrique ||.||l,oo “canonique” permettant entre autre chose le calcul explicite du 
produit : 

g(E,||.|| Li00 ) p gC^ P (P(A)), 

ou ci(L, ||.||l,oo) designe la premiere classe de Chern arithmetique de (L, ||.||l,oo) 
(comparer avec ||Mal|| ou un point de vue analogue est developpe pour les grass- 
manniennes). 

Nous donnons plusieurs constructions d’une metrique ||.||l )0 o qui est canon¬ 
ique dans le sens ou l’application L > ||.||l,oo possede des proprietes fonctorielles 
(proposition f f .3 ,2| ) qui permettent de la caracteriser entierement. Malheureuse- 
ment, la metrique ainsi construite n’est pas C°° en general. La premiere “forme” 
de Chern C\(L, ||.||l,oo) est un courant reel de bidegre (1,1), et done le produit 
Ci(L, ||.|| Li00 ) p , et a fortiori le produit Ci(L, ||.||l,oo) p , ne sont pas dehuis. 

Nous sommes done arnenes dans un premier temps a etendre sur certains 
points la theorie developpee dans ||GS1|| , ahn de pouvoir considerer en geometrie 
d’Arakelov des hbres en droites munis de metriques non-necessairement C°°. 
Coniine, pour autant qu’il nous soit permis d’en juger, ces developpements possedent 
un interet propre, nous avons choisi d’en donner une exposition valable en toute 
generalite. 
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Quittons done pour quelques temps l’univers torique, et considerons A une 
variete arithmetique quelconque de dimension absolue d + 1. Reprenant une ter- 
minologie introduite par Zhang ||Zha|| , nous dirons d’un couple (L, ||.||) forme d’un 
fibre en droites L sur X et d’une metrique hermitienne continue ||.|| sur L( C) qu’il 
est admissible si L est engendre par ses sections globales, |.| est positive et peut 
etre approchee uniformement sur A(C) par des metriques positives C°°. Plus 
generalement, un fibre en droites sur X sera dit integrable s’il est difference de 
deux fibres en droites admissibles. Tout fibre en droites L sur P(A) muni de sa 
metrique canonique ||.||l,oo est integrable (exemple |4.7.2| ). 

Nous developpons alors sur A(C) un formalisme d e formes differentielles generalisees 
en particular la premiere “forme” de Chern C\{L) d’un fibre en droites integrable 
L est une forme differentielle generalisee a notre sens. En nous appuyant sur une 
theorie developpee par Bedford-Taylor |BcT|| puis Demailly [Dc2|| . nous montrons 
comment l’on peut donner un sens au produit de deux tellcs formes (proposition 


4l7p 


Nous construisons ensuite un groupe gradue CH mt (X) contenant l’anneau de 
Chow arithmetique usuel CH (A"), de telle sorte que pour tout fibre en droites 
integrable L sur X, on ait c±(L) E CH int (X). Nous etendons alors partiellement 
le formalisme developpe dans ||GS1|| au groupe CH int (X), ce qui nous permet 


de retrouver certains resultats de Zhang ||Zha| ] concernant les fibres integrables. 
Notre principal resultat dans cette direction est le suivant (theoreme |5.4.1| ). II 
existe un accouplement : 


CtifjX) 0 CHl(X) 


C'H 


p+q 

int 


qui prolonge celui defini par Gillet-Soule sur CH (A) et qui munit CH mt (X) 

d’une structure d’anneau commutatif, associatif et unifere. De plus, on dispose 

~d +1 


d’un morphisme deg : CH int (A) —>■ M qui prolonge celui defini dans ||GS1|| , 
et tel que (theoreme p.5.6|) si Lx,..., Ld+i sont des fibres integrables sur X et 
hj^ L d+1 ( A) est la hauteur de A" relativement a L\,..., Ld+i telle qu’clle est 
dehnie dans [|Zha|| , alors : 


h z lt ...,z^ x ) = deg(ci(Li) • • -ci(L d+ i)). 


Revenons au cas particulier des varietes toric^ues : Soient Li,... ,L q des fibres 
en droites sur P(A) munis de leur metrique canonique; nous donnons une formule 
explicite pour le produit generalise Ci(Li) • • -Ci(L q ) en terme de la combinatoire 
de A (theoreme |6.3.1| ). Nous montrons que cette formule conduit a un algorithme 
particulierement simple pour le calcul du volume mixte de polytopes convexes 
(remarque |6.3.71 ) . 

Lorsque q — d + 1, nous montrons que la hauteur canonique hj^ j d+i (P(A)) 
est nullc (proposition 17.1.11) , puis nous approfondissons ce resultat en montrant 
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(theorerne |7.4.1| ) que lc sous-anneau de CL7 irit (IP(A)) engendre par les premieres 
classes de Chern arithmetiques c\(L, ||.||l i 0 o) des fibres en droites L sur P(A) est 
isomorphe canoniquement a CH*(¥( A)). Ce resultat est l’analogue arithmetique 
du theorerne de Jurkiewicz et Danilov. Nous en deduisons que la hauteur canon- 
ique d’une hypersurface dans P(A) (i.e. sa hauteur relativement a des fibres en 
droites sur P(A) munis de leur metrique canonique) est donnee essentiellement 
par la mesure de Mahler du polynome qui la definit (proposition [7.2.1| ) . 

En nous appuyant sur les resultats precedents, nous concluons cet article par la 
demonstration d’un analogue arithmetique du theorerne de Bernstein-Koushniren- 
ko (theorerne |S.2.1| et corollaire [S.2.3| ) donnant une majoration de la hauteur des 
points d’intersections de d hypersurfaces de P(A) en fonction de leur hauteur 
canonique et de leur polyhedre de Newton. 


Passons maintenant en revue horganisation de cet article. 


Le chapitre 2 est consacre aux varietes toriques sur Spec Z. Nous rappclons au 
2.1 quelques proprietes simples des cones et des eventails, et au 2.2 la construc¬ 
tion d’apres Demazure des varietes toriques et de leurs morphismes canoniques. 
Nous introduisons au 2.3 la notion de diviseur invariant et de fonction support 
associee. Nous rappelons en les adaptant a la situation sur Z certains criteres 
pour l’amplitude d’un diviseur invariant. Au 2.4 nous montrons comment Ton 
peut construire de maniere canonique une variete torique projective a partir d’un 
polytope convexe entier. Enfin le 2.5 est consacre a la structure de l’anneau de 
Chow d’une variete torique projective lisse. En utilisant une decomposition cel- 
lulaire sur Z d’une telle variete, nous montrons comment la plupart des resultats 
classiques (sur C) s’etendent a la situation sur Z; nous en profitons pour prou- 
ver un theorerne d’annulation des groupes CH P ’ P ~ 1 ( P(A)). C’est la le seul point 
vraiment nouveau de ce chapitre. 


Au chapitre 3 nous nous interessons plus particulierement aux varietes toriques 
complexes. La variete torique a coin P(A)^ est definie au 3.1. Nous presentons au 
3.2 un recouvrement canonique de P(A)(C) introduit par Batyrev et Tschinkel 
Ba'l’H puis etuclions certaines de ses proprietes. Nous utilisons ce recouvrement 
pour construire au 3.3 la metrique canonique ||.||l,oo- Nous montrons que cette 
metrique verifie certaines proprietes de multiplicativite et de fonctorialite (propo¬ 
sition |3.3.2|) . Nous en donnons ensuite deux autres constructions, l’une basee sur 
un theorerne de Zhang (theorerne |3.3.3|), l’autre par image inverse (proposition 
Nous deduisons de cette derniere construction un theorerne d’approxima- 
tion globale pour ||.||l,oo (proposition |3.3.12|) . 

Le chapitre 4 est centre sur l’etude des formes differenticlles generalisees sur 
une variete complexe arbitraire. Apres avoir rappele au 4.2 la theorie developpee 
par Bedford-Taylor |[Bcd’|| puis Demailly ||Dc2|| , nous definissons au 4.3 et au 4.4 
plusieurs types remarquables de courants qui, grace a cette theorie, peuvent etre 
multiplies. Nous introduisons aux sections 4.5 et 4.7 les notions de fibres en droites 
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admissibles et de fibres en droites integrables, et montrons au 4.6 que tout fibre 
en droites ample muni d’une metrique positive sur une variete projective est 
admissible. 


Nous abordons au chapitre 5 le coeur de notre sujet, a savoir la construction 
de l’anneau CH int (X) pour toute variete arithmetique A". Apres avoir rappele au 
5.1 la theorie classique de Gillet-Soule et introduit au 5.2 le groupe de Picard 
arithmetique generalise Pic int (A), nous definissons au 5.3 les groupes de Chow 


arithmetiques generalises CH int (X ) (definition |5.3.11|) puis nous construisons au 


5.4 


"—~~P , x "—- q 

raccouplement CH int (X) ® CH int 


(X) 


cm 


p+q 

int 


Finalement nous re¬ 


lions au 5.5 cette construction a cellc de Zhang ||Zha|| (theoreme |5.5.6|) , puis nous 
demontrons un resultat general de positivite (proposition |5.5.7| ) qui nous servira 
au chapitre 8 lors de la demonstration d’un analogue arithmetique du theoreme 
de Bernstein-Koushnirenko. 


Nous retournons a partir du chapitre 6 aux varietes toriques. Apres avoir donne 
au 6.2 une expression explicite, pour tout fibre en droites L sur P(A) muni de sa 
metrique canonique, du courant cr(L), nous generalisons ce resultat en donnant 
au 6.3 une formule explicite pour le produit generalise de tels courants de Chern 
(theoreme |6.3.1| ). Nous demontrons enfin au 6.4 un resultat d’annulation pour un 
tel produit (corollaire |6.4.2| ). 


Le chapitre 7 est consacre a l’etude de la geometrie d’Arakelov des varietes 
toriques. Nous demontrons au 7.1 un theoreme d’annulation des multihauteurs 
canoniques de P(A) (proposition |7.1.1| ) et etablissons au 7.2 une formule reliant 
la hauteur canonique d’une hypersurface dans P(A) a la hauteur de Mahler du 
polynome qui la definit (proposition |7.2.1 ). Le 7.3 presente un exemple interessant : 
le calcul de la mesure de Mahler d’une droite dans P 2 . Nous exhibons au 7.4 une 
section canonique du morphisme d’anneaux application cycle ( : CH int ( P(A)) —> 
CH*( P(A)). 


Au 8.1, nous associons de maniere fonctoriclle une constante reelle positive 
L(V) a tout polytope convexe entier V de M d , puis nous en donnons une ma- 
joration explicite dans le cas ou V est absolument simple (proposition |8.1.6|) . 
Finalement nous demontrons par recurrence au 8.2 un analogue arithmetique 
du theoreme de Bernstein-Koushnirenko faisant intervenir dans son enonce les 
constantes L(V) precedemment introduites (theoreme |8.2.1| et corollaire |S.2.3|) . 

Une partie des resultats presentes ici avaient ete annonces dans |Ma2| . 


L’auteur tient a exprimer sa profonde gratitude a J.-B. Bost sans l’aide duquel 
ce travail n’aurait jamais vu le jour. 11 lui est egalement agreable de remercier J. 
Cassaigne, A. Chambert-Loir, D. Harari, M. Laurent, E. Leichtnam, J. Pfeiffer, 
C. Soule et B. Teissier pour des discussions interessantes. 
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2. Varietes toriques sur Spec Z 


2.1. Cones et eventails. 

Pour plus de details sur les definitions et les demonstrations des propositions 
enoncees ici, on peut consnlter ( ||Oda|| , §1.1) et aussi ( |[Fu2|| , §1.1 et 1.2). 

Soit N ~ Z d un Z-modnle fibre de rang d dans lequel on a choisi nne base 
ei ,..., ed- On note M = Hom z (iV, Z) son Z-modnle dual. On obtient un accon- 
plement non degenere : 


< , > : M x N —> Z. 

On pose iV R = N M et Mr = M M. Ce sont des M-espaces vectoriels 
de dimension d. L’accouplement ci-dessus s’etend en une forme bilineaire non- 
degeneree : 


< , > : Mr x TVr —> M. 


Definition 2.1.1. On appclle cone polyhedral rationnel dans N ou plus sirnple- 
ment cone tout ensemble a C A^r de la forme : 

a = 

iei 

oil est une famille finie d’elements de N. La dimension de a est definie 

connne la dimension de l’espace vectoricl reel engendre par les points du cone a : 


dimer = diniR(Vect(cr)) = dimmer + (—a)). 


Remarque 2.1.2. On definit de la meme fagon les cones polyhedraux rationnels 
dans M. 

On definit le dual cr* (resp. V orthogonal cr -1 ) du cone a de la fagon suivante : 
cr* ={v G Mr : < v, x > ^ 0, \/x G cr} C Mr, 
a ± ={v G Mr : < v, x > — 0, \/x G cr} C Mr. 

Definition 2.1.3. On dit que r C a est une face de a, et on note r < cr, si Lon 
peut trouver v G a* tel que : 

r = cr n {u} -1 


Remarque 2.1.4. Dans un tel cas, on peut toujours choisir v G a* fl M (voir 
par exemple ||Oda 


prop. 1.3 ou |[Fu2||, p. 13). 


Definition 2.1.5. Un cone cr est dit strict s’il ne contient aucune droite reelle. 
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Les assertions suivantes decoulent aisement des definitions : 

Proposition 2.1.6. 

- Toute face d’un cone est un cone. 

- Le dual d’un cone a est un cone, et de plus (cr*)* = a. 

- Pour tout cone strict cr, dimer* = n. 

- On a dimer + dim cr 1 = n pour tout cone a. 

Definition 2.1.7. Un eventail de TVr est nne famille finie A = {a} de cones 
stricts de iV R tels qne : 

- Si cr G A, alors toute face r de cr appartient a A. 

- Si cr, cr' G A, alors cr fl o' est une face a la fois de a et de cr'. 

La reunion | A| = (J CTgA a es ^ a PP e lee support de A. On note : 

A (i) = M 

dim a=j 

le j-squelette de A. On notera egalement A max = A (d). 

Definition 2.1.8. Soit a un cone strict de fV R , on note y„ — M O cr*. 

La proposition suivante donne une caracterisation algebrique des ensembles 

Proposition 2.1.9. Soit a un cone strict de R T u . L’ensemble est un semi- 
groupe (additif), sature, de type fini. De plus, 5^ a engendre M en tant que groupe. 
Reciproquement, si S/ C M est un tel semi-groupe, alors il existe a un cone strict 
de Ar tel que y = y a . 


Dans toute la suite du texte, N est un Z-module fibre de rang d 
fixe une fois pour toute. 


2.2. Construction des varietes toriques sur Spec Z. 

On suit ici essentiellcment ( |Pcma| 


4). Demazure s’interesse aux varietes 
toriques lisses, mais les demonstrations des propositions donnees ici s’etendent 
immediatement an cas general. On peut egalement consulter ( ||Oda|| , §1) et ( [|Fii2|| , 
§1 et §2) pour les demonstrations de ces propositions dans le cas oil le corps de 
base est C. 


Definition 2.2.1. (Varietes toriques affines associee a un cone cr). Soit a un cone 
strict de A R , on note U a le Z-schema : 

U a = Spec (Z [y a ]) 
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Proposition 2.2.2. Le IL-schema U a est affine, normal, plat sur Spec Z, a fibres 
geometriquement integres. 

Proposition 2.2.3. Soit r < o, I’inclusion C , < / > T induit un morphisme 
canonique U T —> U a ; c ’est une immersion ouverte de ^-schemas. 

Demonstration. Voir ( ||Dcma|| , §4, lemme 1), et aussi ( |pda|| , th. 1.4). 

Exemple 2.2.4. Prenons a = {0}, on obtient f/{o} = T, lc Z-tore dual de N. 

Soient a et o' deux cones d’un meme eventail A. On a le diagramme suivant : 

U„ 



La proposition precedente permet de recoller U a et U a ' le long de U an<J >. Plus 
generalement on pose la definition suivante : 

Definition 2.2.5. Soit A un eventail. On appellc variete torique associee a I’e- 
ventail A et on note P(A) le schema obtenu par recollement des U a , o parcourant 
A, a l’aide des immersions ouvertes U ana > ■—> U a et U a ^ a t ■—> U a >, pour a , o' G A. 

Proposition 2.2.6. Le Z-schemaF(A) est plat sur SpecZ, normal, separe, integre, 
de dimension absolue d + 1, a fibres geometriquement integres. 

Demonstration. Voir ( |Pema|| , §4, prop. 1), et aussi ( ||Oda|| , th. 1.4); on peut 
egalement consulter ( ||Pu2|| , §1.4) pour certains aspects. 

La proposition suivante justifie le nom de variete torique pour un Z-schema de 
la forme P(A) : 

Proposition 2.2.7. Notons T le T,-tore dual de N; faction : 

T OspecZ U{ 0 } ~ T ®SpecZ T —> T 

de T sur U{ 0 }, definie par la structure de schema en groupe de T , se prolonge en 
une action : 

T <8>specz P(A) —> P(A) 

de T sur P(A). 


, P- 


Demonstration. Voir ( ||Dema|| , p. 559). On peut egalement consulter 
9). 

Comme T = Lfro} est un ouvert dense de P(A), tout monome x m pour m G M 
s’etend en une fonction rationnclle sur P(A). On note yffi cette fonction que 
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Fori appellc caractere associe a m. La proposition suivante est une consequence 
immediate de la definition de P(A) : 

Proposition 2.2.8. Soit a € A etm £ Mr\a* = 5^ a , alors \ m est reguliere sur 
U a . De plus si m', m" G SP a alors = x m 'x m " sur U a . 


Definition 2.2.9. On notera e : SpecZ —> P(A) la section nulle de T vue conime 
section de P(A) : 


T C P(A) 


Spec Z 

Les deux propositions suivantes donnent des criteres simples sur A pour que 
P(A) soit propre (resp. lisse) : 

Proposition 2.2.10. La variete torique P(A) est propre sur SpecZ si et seule- 
ment si A est complet (i.e. |A| = Nr). 


Proposition 2.2.11. La variete torique P(A) est lisse sur Spec Z si et seulement 
si tout cone a e A est engendre par une partie d’une base de N. Dans ce cas, A 
est dit regulier. 


Demonstration. Voir (|DemaJ, §4, prop. 4) et ( ||Dema|| , §4, def. 1 et prop. 1). 


On peut egalement consulter ( ||Oda|| , th. 1.10) et ( ||Fu2|| , §2.1 et 2.4). 


Remarque 2.2.12. Soit k un corps quelconque et notons P(A)^ = P(A) 0s pec z 
Spec k la variete torique sur k associee a A comme dans ||L)a|| . Les trois assertions 
suivantes sont equivalentes : 

- Le schema P(A) est lisse sur Spec Z. 

- Le schema P(A) est regulier. 

- Le schema P(A) fc est lisse sur k. 


Exemple 2.2.13. On prend N = Z 2 . On note eo = —e\ — e 2 et on pose or = 
M + ei + M + e 2 , cr 2 = M + eo + M + e 2 et <73 = M + eo + M + ei. 
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En prenant a i, cr 2 , a 3 ainsi que leurs faces M + e 0 , M + ei, M + e 2 et {0}, on obtient 
un eventail complet et regulier A 2 . Dans M, les cones duaux sont donnes par : 



Les ouverts U ai , U a2 et U Cz sont des plans affines que 1’on recolle par les applica¬ 
tions : 


©1,2 : u ai 

(x,y) 


U a2 ©i,3 : U a 


y i 

x' X 


(x,y) 


Ua 3 

X 1 

y y 


©2,3 : u a2 

0 ,y) 


Ua 3 

I 1 

X ’ X 


On en deduit que P(A 2 ) s’identifie an plan projectif P|. 

La proposition suivante donne une decomposition de X sous forme d’une reu¬ 
nion disjointe de tores : 


Proposition 2.2.14. Soit A un eventail de Ar et P(A) la variete torique as- 
sociee. Pour tout a e A on considere le tore : 

&{<j) = Spec (Z [M fl a L ] ) . 
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Le tore 0(a) se plonge de maniere canonique dans I’ouvert U a (et done dans 
P(A )) par le morphisme : 

i a : 0(a) = Spec (Z [M 0 cr 1 ]) ‘—* Spec (Z [M D a*]) = U a , 

obtenu par prolongement par zero (i.e. induit par le morphisme i a : Z [M fi a*] —> 
Z [M fl a 1 -] defini par i a (x m ) — X m m £ °" L O v(x m ) — 0 sinon). De plus : 

1. Soit k un corps algebriquement clos, toute T(k)-orbite de P(A)(fc) est de la 
forme 0(a)(k) avec a G P(A). 

2. Le schema P(A) est reunion disjointe des sous-schemas 0(a) pour a par- 
courant A et cette decomposition est respectee par Vaction de T. 

3. On a : 

- e({o}) = u m = T. 

- r < a -v=> 0(a) C 0(t). 

= _ 

4. Pour tout a G A, notons V(a) = 0(a); e’est une variete torique et Von a : 

V(a) = |J 0(t). 

cr<r 


Demonstration. Voir ( ||Dcma|| , §4, prop. 2). On pourra egalement consulter 
( IPda|| , prop. 1.6) et ( ||Fu2|| , §3.1). 


Remarque 2.2.15. Soient a G A et N a C N le Z-module engendre par a D N. 
On note N(a) le Z-module quotient N/N a et M(a) = a 1 - 0 M son dual. 

On appelle etoile du cone a l’ensemble des cones r G A contenant a. Soit r un 
tel cone; on note r son image dans N(a) r, e’est-a-dire : 

T=(T+(N r7 ) R )/(N a ) R cN(a) R . 


L’ensemble {r : r G A, a < r} forme un eventail de N(a) que Lon note A(cr). 
On dispose de l’inclusion canonique 0(a) C P(A(cr)) correspondant au cone 
{0} G A(u). 


On peut montrer 


i voir 


ra 


^^ )3.1; o u ||Oda|| , cor. 1.7) que le morphisme i a : 
0(a) U a introduit a la proposition ( p.2.14j) s’etend de maniere canonique en 
une immersion ferrnee i a : P(A(cr)) > P(A) qui a pour image V(a). Dans toute 
la suite, on identifie P(A(cr)) a V(a ) par cet isomorphisme canonique. 


La definition et la proposition suivantes decrivent les morphismes naturels entre 
varietes toriques : 

Definition 2.2.16. Soient (N, A) et (N',A') deux eventails, avec N ~ Z d et 
N' ~ Z d ; un morphisme d’eventails (p : (N',A') (A, A) est un morphisme de 

Z-module (p : N' —> N telle que l’application induite : <p R : N ^ —»■ N R , definie par 
extension des scalaires a partir de (p, verifie : pour tout a' G A', il existe a G A 
tel que <p(a') C a. 
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Soit p : (A', A') —»■ (A, A) un tel morphisme d’eventails. On construit a partir 
de p un morphisme equivariant p* : P(A') —> P(A) de la fagon suivante : On 
note t p : M —► M' la transposee de p et Vm : M R —> Implication definie par 
extension des scalaires a partir de t p. Soient o' e A' et o G A tels que p^(o') C o. 
De l’inclusion t p^{o*) C (o')*, on tire que t p{S^ a ) C On dispose done d’une 
application t p : 5? a —> ,50' qui induit un morphisme equivariant p * : U a > —> U a . 
En particulicr, si Ton prend o' = {O'} et o = {0}, on obtient le morphisme de 
tore : 


p*:T' = Spec(Z [M'}) —> Spec(Z[M]) = T 

induit par 1’application t p : M —> M'. La proposition suivante affirme qu’on peut 
recoller ces constructions locales pour obtenir un morphisme global equivariant 
9 ?* et donne une condition necessaire et suffisante sur p pour que p * soit propre : 

Proposition 2.2.17. Soit un morphisme d’eventails p : (A', A') —> (A, A). Le 
morphisme de tore algebrique : 

p* : T' — Spec (Z [M'}) —* Spec (Z [M]) = T, 

induit par l’application duale t p : M —>■ M', se prolonge en un morphisme : 

p* : P(A') —> P(A). 

Le morphisme p * est equivariant sous Vaction de T' et T. De plus, p * est propre 
si et seulement si : 


<Ar (|A|) 


Demonstration. On peut consulter ( |pda|| , prop. 1.13 et 1.15) et aussi ( [ |Eu2 
§1.4 et 2.4). 


Exemple 2.2.18. Soit p un entier superieur ou egal a un et prenons A' = A et 
A' = A, et soit : 


[p]:Af 

n 



On note encore [p] l’endomorphisme de P(A) induit par [p]. D’apres la proposition 
precedente, le morphisme [p] est propre. Sa restriction a chacun des tores &(o) 
est le morphisme puissance p-ieme : 

[p] : 0(o) — >0{a) 
x i—> x p . 


On en deduit que pour tout corps k, le morphisme \p] k : P(A) fc —> P(A) fc obtenu 
par extension des scalaires est fini de degre p d . 
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Definition 2.2.19. Soient A et A' deux eventails de A. On dit que A' est plus 
fin que A ou encore que A' est un raffinement de A si pour tout o' G A' il existe 
o G A tel que o' C o, et si de plus |A'| = |A|. L’inclusion induit un morphisme 
equivariant propre canonique i* : P(A') —> P(A). 


2.3. Diviseurs invariants sur P(A). 

On considere A un eventail complet, de sorte que la variete torique associee 
P(A) est propre. On note r 1? ... ,r r les elements de A(l), c’est-a-dire les dcmi- 
droites de A et lcur generateur dans N, c’est-a-dire les elements de N 

tels que t* fl N = Ntq. A tout r t on a associe precedemment V(rj) = ^(t*) un 
schema irreductible de codimension 1 invariant sous Taction de T. 

Definition 2.3.1. On appclle diviseur invariant elementaire ou plus simplement 
diviseur elementaire et on note D, lc cycle donne par V{rf). 


Proposition 2.3.2. Tout diviseur de Weil D sur P( A) horizontal invariant par 
T (i.e. dont la restriction a la fibre generique est laissee invariante par Tq) est 
de la forme : 

r 

D = ^ Qj Dj (a* G Z). 

2—1 


Demonstration. Cela decoule directement de la decomposition donnee dans la 
proposition ( |2.2.14|) . 


Proposition 2.3.3. Soitm G M et x m le caractere associe; I’ordre de x m en Di 
est donne par : 


ord Di (x m ) =< m,Ui> . 


Demonstration. Voir par exemple ( ||Fu2| , lemme p. 61). 


Definition 2.3.4. On dit qu’une fonction if : Ar —» K. est lineaire par morceaux 
sur A (ou plus simplement lineaire par morceaux) si la restriction de if a chacun 
des cones de A est definie par une forme lineaire m^ j(T G M. 


Proposition 2.3.5. Un diviseur de Weil horizontal T -invariant D = Xu=i 
snrP(A) provient d’un diviseur de Cartier si et seulement si il existe une fonction 
if : A k —> R continue et lineaire par morceaux sur A telle que if(ui) = —a* pour 
(1 ^ i ^ r). Si elle existe, une telle fonction if est unique. 


Demonstration. Voir ( ||Oda|| , prop. 2.1) et ( [|Fu2|| , p. 66). 
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Definition 2.3.6. Soit D un diviseur de Cartier sur P(A) horizontal et T-inva- 
riant, on appellc fonction support associee a D et on notera ifn la fonction definie 
par la proposition ci-dessus. On notera mo,a la forme lineaire definissant ifn sur 
cr G A. 


Remarque 2.3.7. Lorsque P(A) est lisse, tout diviseur de Weil est un diviseur 
de Cartier. On remarquera que sous cette hypothese, l’existence d’une fonction 
support decoule du critere de lissite (|2.2.11|) . 


Proposition 2.3.8. Si <p : (A', A') —> (A, A) est un morphisme d’eventails et 
D un diviseur de Cartier T-invariant sur P(A) de fonction support r/fo , alors le 
diviseur de Cartier T-invariant (<p*)*(D) sur P(A') admet 'f>d°P comme fonction 
support. 


Demonstration. Soient a' G A' et a G A tels que <p(cr') C a. On pose D' = 
et on note m Da (resp. mo'y) la forme lineaire definissant sur & 
(resp. ifo o <p sur a'). D’apres la proposition (|2.3.3|) le diviseur D est de la forme 
div(x m - D - ff ) sur U a , et done D' est de la forme div(y m ' D ’ CT o ipC) sur U a >. II suffit 
alors de remarquer que : 

m D,a 0 ^ ^ 


et d’appliquer une nouvclle fois la proposition (|2.3.3| ) pour conclure. 

Le lemme suivant est une simple consequence de la proposition (|2.3.3|). 


Lemme 2.3.9. Soit D = a^Di un diviseur de Cartier horizontal T-invariant 
et O(D) le faisceau inversible associe a D. Pour tout a G A, on pose : 


Pd(ct) = {u G Mr : < v,u if D {u), Vw G a} = a* + m D , a . 

Le Z-module des sections de O(D) sur U a est donne par : 


T(U„,0(D))= ® ZV. 

m£Fjj((r)nM 


La proposition suivante, qui decrit les sections globales d’un diviseur de Cartier 
T-invariant, decoule directement du lemme precedent : 

Proposition 2.3.10. Soit D = YH=i a iDi un diviseur de Cartier horizontal T- 
invariant et 0(D ) le faisceau inversible associe a D. On note Ko le polytope 
convexe de Mr defini par les inequations suivantes : 

K d ={v G Mr, < v, Ui -ai, 0 < i ^ r} 

={v G Mr, < v,u if D (u), \/u G Ar}. 

Le Z-module des sections globales de 0(D ) est donne par : 

r(P(A ),0(D))= ® z x m . 

m^K pjHM 
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Pour plus de details, on peut consulter ( [pda|| , lemme 2.3 et [|Fu2|| , p. 66), les 
arguments donnes s’etendant immediatement a la situation sur Spec Z. 


Definition 2.3.11. Une fonction 0 : N R —> R est elite concave si : 

0(ta + (1 - t)y) ^ t0(x) + (1 - t)ij)(y), Mt G [0,1] 
pour tout x, y G N R . 


Definition 2.3.12. (Minkowski). Soit K un compact convexe non vide de Mr. 
On appclle fonction d’appui associee a K et on note ifx la fonction ifx '■ -Vr —> R 
definie par : 

0a(w) = inf{< v,u>, v G K } 

pour tout u G Ar. 


On a alors le resultat suivant (voir par exemplc ||Oda||, th. A. 18) 


Theoreme 2.3.13. Soit C(Mr) Uensemble des compacts convexes non vides de 
M\ r et notons S(N R ) Vensemble des fonctions 0 : N R —> R positivement ho¬ 
mogenes (i.e. telles que 0(cu) = c0(w) pour tout c G R + et u G N R ) et concaves. 
Pour tout 0 G S(N r ), on definit A0 Ze compact connexe associe a 0 par les 
inegalites suivantes : 


A0, = {u G Mr : < u, u 0(w), Vu G Ar}. 

On a alors : 


- Les applications C(Mr) —> S(N R ) et S(N R ) — > C(Mr) qui envoient respec- 
tivement K sur ipK et 0 sur A0 sont reciproques I’une de I’autre. 

- Par la correspondance biunivoque decrite ci-dessus, la somme de Minkowski 
K + K' de deux compacts convexes K,K' G C(Mr) (resp. le dilate cK, 
c G 100 est associee a la somme 'ifx + 0A' (resp. a c^k)- 


On peut alors enoncer : 


Theoreme 2.3.14. Soit D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur 
P(A). Le faisceau inversible 0(D) est engendre par ses sections globales si et 
seulement si 0 d la fonction support de D est concave. De plus, si pour tout cone 
a G A on note mo,a l’element de M definissant la restriction de 0d a a, le 
polytope convexe K n associe a D est alors I’enveloppe convexe des m£> tCr dans Mr 
pour a parcourant A max . En particulier, K n est a sommets entiers. Enfin K D 
et 0 d sont images I’un de Vautre par la correspondance definie a la proposition 

( W371 3D - 


Demonstration. Voir ( ||Oda|| , th 2.7) ou ( ||Fu2|| , p. 68). 
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Proposition 2.3.15. Soient D et D' deux diviseurs horizontaux T-invariants et 
engendres par leurs sections globales. Soit D" = D + D', on a : 

i>D" = + i*D' 

Kd" = K d + K d > . 


Demonstration. C’est une consequence des enonces precedents. On peut con- 
suiter 


Fu2|| , p. 69) pour plus de details. 


Remarque 2.3.16. On remarqnera qne l’on a pas necessairement : 

k d „ n m = (k d n M) + {k d , n m) . 


Definition 2.3.17. Soit if une fonction concave lineaire par morceaux snr un 
eventail A complet. On dit que 0 est strictement concave relativement a A (on 
plus simplement strictement concave lorsque aucune confusion n’est a craindre) 
si et senlement si A est Feventail complet le plus grossier dans N tel que soit 
lineaire pour tout a G A. 


Theoreme 2.3.18. Soit D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur 
P(A) et la fonction support associee. Les trois assertions suivantes sont 
equivalentes : 

1. Le diviseur D est ample. 

2. La fonction support est strictement concave relativement a A. 

3. Le polytope Kd est de dimension d, et si pour tout a G A, on note m D a 
Velement de M donnant la restriction de a cr, alors les sommets de Kd 
sont donne par {m£> ifT ,cr e A max }. De plus mo,a ^ mD,r pour a, r e A max 
des que u^r. 


Demonstration. Comme Spec Z est un schema affine, le diviseur D est ample 
sur P(A) si et seulcment s’il est ample relativement a SpecZ d’apres ( ||EGA2|| , 
cor. 4.6.6). 

Par ailleurs, d’apres ( ||EGA2|| , cor. 4.6.4) et le critere d’amplitude donne dans 
( ||EGA3|| , th. 4.7.1), Famplitude de D sur P(A) relativement a Spec Z est equivalente 
a l’amplitude de D sur P(A) Fp pour tout nombre premier p. 

Enfin pour tout corps k, ( ||Oda|| , cor. 2.14) ou ( ||Eu2|| , p. 70) modifies de fagon 
evidente montrent que les trois assertions du theoreme sont equivalentes sur 

P(A) fc . 


On remarque en particulier que sur une variete torique propre, tout diviseur 
de Cartier horizontal T-invariant ample est engendre par ses sections globales. 
Concernant les fibres tres amples, on a : 


Theoreme 2.3.19. Soit D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur 
P(A) et i'pD sa fonction support associee. Les trois assertions suivantes sont 
equivalentes : 
























18 


VINCENT MAILLOT 


1. Le diviseur D est tres ample (relativement a Spec 7L). 

2. La fonction ifo est strictement concave relativement a A. De plus, pour tout 
a € A max , I’ensemble (M fi Ko) — run a engendre le semi-groupe M fl a* = 

A- 

3. Le polytope Ko est de dimension d, I’ensemble de ses sommets est donne 
par {m D a , a G A max }. De plus, (M fl K D ) — m D , a engendre le semi-groupe 
M fl a* — pour tout a G A max . 


Demonstration. II suffit de modifier de fagon evidente la preuve de ( |pda|| , th 
2.13). 


On a enfin le theoreme suivant : 


Theoreme 2.3.20. (Demazure). Soit P(A) une variete torique propre et lisse 
de dimension relative d. Soit D un diviseur horizontal T-invariant sur P( A) et ifo 
sa fonction support associee. Les quatre assertions suivantes sont equivalentes : 

1. Le diviseur D est ample. 

2. Le diviseur D est tres ample. 

3. La fonction ifo est strictement concave relativement a A. 

4. Le polytope K n est de dimension d, et si pour tout a G A, on note mo,a 
I’element de M donnant la restriction de ifo a &, alors les sommets de K D 
sont donnes par {m D (T , a G A max }. De plus mo, a 7^ m D,r pour a, r G A max 
des que ap. 

Lorsque ces conditions sont satisfaites, le polytope Ko est absolument simple 
dans le sens ou chaque sommet mo,a rencontre exactement d aretes et oil, si 
... ,md, a sont les points de M les plus proches de mo,a sur chacune de ces 
differentes aretes, alors — mo,a, ■ ■ ■, md, a — mo,a} est une base de M. 


Demonstration. Voir ( ||Dcma|| , §4, th. 2 et cor. 1) et aussi ( |Pda|| , cor. 2.15). 


2.4. Variete torique et fibre en droites associe a un polytope. 

Dans ce paragraphe, on suit 


Lau|| ; on peut egalement consnlter ( [ pda|| , th. 


2.22, et |u|, §5.5). 

On a vu comment associer a tout diviseur de Cartier horizontal T-invariant D 
sur une variete torique propre P(A) un polytope convexe K D C M*. Inversement 
le probleme suivant se pose : etant donne un polytope convexe a sommets entiers 
K C Mr, peut-on construire une variete torique propre P(Ar') et un diviseur 
horizontal T-invariant E sur P(A^) tels que le polytope Ke soit egal a K1 La 
reponse est donnee par le theoreme suivant : 


Theoreme 2.4.1. Soit K C Mr un polytope convexe d’interieur non vide dont 
les sommets sont dans M. II existe un unique eventail complet A dans TVr et un 
unique diviseur de Cartier E horizontal T-invariant sur P(A) tels que : 
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1. K e = K. 

2. Le diviseur E est ample. 

L’eventail A est le plus petit eventail complet tel que la fonction d’appui ^k est 
lineaire par morceau relativement a A. De plus, P(A) est lisse si et seulement si 
le polytope K est absolument simple; dans ce cas, le diviseur E est tres ample. 


Demonstration. On suit ici ( ||0da| , th. 2.22) et ([jLa/uj], §3, th. 1). On definit 


l’eventail A conime dans le dernier alinea de l’enonce. La fonction d’appui '0/c 
est continue et concave. Soient u\,... ,u r les generateurs dans N des demi-droites 
Ti,..., r r de A(l); le diviseur : 


E = -YMuiWW 
2—1 


est un diviseur de Cartier horizontal T-invariant engendre par ses sections globales 
d’apres (|2.3.14j) . De plus, par construction, ipx est strictement concave relative¬ 
ment a A, done E est ample et A est l’unique eventail a satisfaire cette condition. 
On a Ke = Ki> K — K. Enfin, P(A) est lisse si et seulement si K est absolument 
simple d’apres ( p.2.11|) et (|2.3.20|) . 


Exemple 2.4.2. Lorsque d = 2, considerons K 2 C = M 2 le polytope convexe 
absolument simple defini par les inequations : 

x\ ^ 0, x 2 ^ 0 et xi + X 2 ^ 1. 



L’eventail complet de Ar associe a K 2 est l’eventail A 2 deja considere a l’exemple 
( p.2.13|) dont la variete torique associee est le plan projectif P|. La fonction ^ K2 est 
definie sur ai, a 2 et a 3 par respectivement irq = (0, 0), m 2 = (1, 0) et m 3 = (0,1). 
En particulier V ; x 2 ( e l) — 4’K 2 ( e 2) = 0 et -0x 2 (e o ) = —1. On en deduit que le 
diviseur E sur P| associe a K 2 par le theoreme ( p.4.1| ) est un hyperplan coordonne. 
On a notamment O(E) ~ 0(1). 
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Plus generalement, considerons K d C Mr = W l le simplexe standard defini par 
les inequations : 


x\ ^ 0,..., Xd ^ 0 et x\ + • • • + Xd 1. 


C’est un polytope convexe absolument simple. La variete torique associee P (Kd) 
s’identifie avec l’espace projectif P|. Le diviseur E sur IP| associe a K d par le 
theoreme ( [2.4. 1|) est un hyperplan coordonne. On a done 0(E ) ~ 0( 1) (cf. ||Oda|| , 
§2.4 et aussi [ Fu2|| , §1.4 et 1.5). 


Si Ton considere plusieurs polytopes convexes, on a le resultat suivant 


Theoreme 2.4.3. Soient Ki,... ,K m des polytopes convexes de Mr a sommets 
dans M. Posons K = K 1 + ■ ■ ■ + K m . On suppose que I’interieur de K est non 
vide. Soient A I’eventail de IVr et E le diviseur de Cartier horizontal T-invariant 
sur P(A) associes a K. II existe des diviseurs de Cartier horizontauxT-invariants 
Ej pour (1 ^ j ^ m) tels que Kej = Kj et les faisceaux inversibles O(Ej) soient 
engendres par leurs sections globales. On a de plus E = E\ + • • • + E m . 


Demonstration. II suffit de remarquer que les fonctions iPk :i sont lineaires par 
morceaux sur A. On pose alors : 

r 

Ej --Y i) Kj ( Ui)V ( Ti) (1 

i =1 


Comme les fonctions ?/; k :i sont concaves, Ej est un diviseur de Cartier horizontal 
T-invariant et engendre par ses sections globales; de plus, K^ k = Kj. Enhn, on 
a ip K = ipKi H-1- i’Km, et done E = E 1 4-b E m d’apres (|2.3.15| ). 


Remarque 2.4.4. Reprenons les hypotheses et les notations du theoreme (|2.4.3|) . 
D’apres la resolution torique des singularites (cf. ||KKMS|| , th. 11, p. 94; voir aussi 
[BrJ, th. 11, p. 273) il existe un raffinement A' de A tel que P(A') est projec¬ 
tive et lisse. Si Ton note i* : P(A') —> P(A) le morphisme propre equivariant 
induit par l’inclusion i : A' A comme a la dehnition (p.2.19|) alors les diviseurs 
E' = (Q*(E), E[ = (i*)*(£7), ... ,E' m = (Q*(E m ) sont tels que K E > = K , 
K e i = Ad,..., K E ' m = K m d’apres ( p.3.8| ), et les faisceaux inversibles O(E'), 
0(E [),..., 0(E' m ) sont engendres par leurs sections globales (mais E' n’est pas 
necessairement ample). De plus E' — E[ + • • • + E' m . 


2.5. Groupe de Picard et anneau de Chow d’une variete torique pro¬ 
jective lisse. 
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2.5.1. Pr eliminates. 

On demontre une legere generalisation d’nn theoreme du a Gillct et Soule 
( ||GS2|| , prop. 3.1.4). 


Theoreme 2.5.1. Soit X un schema quasi-projectif sur SpecZ admettant une 
decomposition cellulaire, c’est-a-dire tel qu’il existe une suite : 

X = X n D X n _! Z> • - ■ D A 0 D X_i — 0 


de sous-schema fermes tels que (X t — Aj_i) soit reunion finie disjointe d’ouverts 
affines U t , 3 isomorphes a A l z . 

1. Pour tout l entier positif, on a des isomorphismes de groupes : 

C-H\X) ~ CH\X Q ) ~ CH\X c ) ~ H 2n -2i(X(C),Z), 


oil les isomorphismes b et b' sont deduits des morphismes de changement de 
base X® —> A" et Ac —> Aq et ou cl est Vapplication cycle. De plus, CH l (X) 
est un Z-module libre de type fini, et H im pair (A"(C), Z) = 0. 


2. Pour tout couple (r, s) d 7 entiers positifs tels que r > s, on a CH r,s (X) = 0 ; 
les groupes CH r,s (X) etant ceux definis dans 


Demonstration. On commence par demontrer l’assertion 2. Du fait de l’invari- 
ance des groupes CH r,s par homotopie (cf. [JGJ, th. 8.3), on a pour tout r > s ^ 0 : 

CH r ’ s ( Ai) = CH r ’ s (A°) = 0, 


et done pour tout i G {1, ..., n}, 

(2.1) CH r,s (Xi - A*.,) = 0 CH r ’ s (U i: j) = 0. 

3 

Par ailleurs, d’apres la longue suite exacte d’excision ([^|, th. 8.1), on a : 


CH r+1,s (X i+1 - Xi) CH r ’ s (Xi ) —> 

CH r ’ s ( A i+1 ) —^ CH r '*{ A i+1 - Aj 


C/T 


r—l,s 


(*i) 


On tire de (|2.1|) que pour tout r > s ^ 0, 

Oil r ’ s (A J+1 ) ~ CH r ’ s (Xi). 


Par recurrence, on est done rarnene a montrer le resultat pour A 0 , ce qui est 
immediat car A 0 est reunion finie disjointe de = Spec Z. 

On montre maintenant que b est un isomorphisme. Pour cela, on suit ( 
prop. 3.1.4) et on effectue une recurrence sur la dimension. On remarque que 
le meme raisonnement que precedemment applique a A"q et a sa decomposition 
cellulaire montre que CH l+1,l ((X n — A„_i)q) = 0 pour tout entier positif l. On a 
le diagramme commutatif suivant, forme de deux suites exactes : 


GS2 
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CH(X n _i) 


(*) 0- *CH(( X n _i) 


CH{X„ 


CH((X n 


CH(X n — X n _i) 


CH ((X n - X n _0 


0 


ou les fleches verticales sont induites par le morphisme Xq —>■ X et ses restrictions 
et ou la ligne (*) est une suite exacte du fait de la longue suite exacte d’excision 
(0. th. 8.1) et de la nullite du groupe CH l+1,l ((X n — X„_i)q). Puisque X„_i est 
encore un schema sur SpecZ admettant une decomposition ccllulaire, la fleche 
CH(X n _ i) —> CH((X n - i)q) est un isomorphisme par hypothese de recurrence. 
Comme les groupes CH sont invariants par homotopie th. 8.1), la fleche 

CH(X n — X n _i) —»■ CH((X n — X n _i)q) est egalement un isomorphisme, et done 
CH(X n ) —> CH((X n ) q) est un isomorphisme. De la suite exacte (*), on tire 
immediatement que CH(Xq), et done CH(X), est un Z-module libre de type hni. 
Enhn b' et cl sont des isomorphismes d’apres ( ||Ful|| , §1.9.1 et §19.1.11), ce resultat 


pouvant par ailleurs se montrer par le meme argument que precedemment. 


Le resultat suivant (voir [ |hh|| , p. 144, ou encore ||Pu2| 1, §5.2, la demonstration sur 
C s’etendant immediatement a la situation sur Spec Z) nous pernret d’appliquer 
ce qui precede aux varietes toriques projectives lisses : 


Theoreme 2.5.2. Toute variete torique projective lisse P(A) sur SpecZ admet 
une decomposition cellulaire. 


On deduit immediatement des deux theoremes precedents le corollaire suivant : 

Corollaire 2.5.3. Soit P(A) une variete torique projective lisse. 

1. Pour tout entier l positif, CH l { P(A)) est un Z-module libre de type fini et 
on a les isomorphismes de groupes suivants : 

CH\ P(A)) ~ OT'(P(A) q ) ~ CH\ P(A)c) ~ H 2 \ P(A)(C),Z), 

ou b et b' sont donnes par changement de base de Z a Q et de Q a C, et ou 
cl est Vapplication cycle. 

2. Pour tout r entier strictement positif, on a : 

CH r ’ r -\ P(A)) = 0. 


Remarque 2.5.4. Tous les isomorphismes de groupes introduits au corollaire 
( |2.5.3|) sont compatibles avec hintersection; ce sont done des isomorphismes pour 
les anneaux gradues associes aux groupes consideres. 
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2.5.2. Groupe de Picard. 

La proposition suivante caracterise les diviseurs de Cartier horizontaux T- 
invariants principaux sur une variete torique complete : 

Proposition 2.5.5. Soit P(A) une variete torique complete et soit D un diviseur 
de Cartier horizontal T-invariant sur P(A). Le diviseur D est principal si et 
seulement si d est lineaire sur tout IVr. 


Demonstration. En reprenant les notations de ( |2.3.2| ), on ecrit I) sous la forme 
D = Y^i=i a iDi- Si D est principal sur P(A), alors Dc = YH=i a *(A)c est prin¬ 
cipal sur P(A)c et d’apres ( [ |Oda|| , prop. 2.4) il existe done m £ M tel que 
m(ui) = —ai pour tout 1 ^ i ^ r. On en deduit que D = div(x m )- La reciproque 
est immediate. 


Proposition 2.5.6. Soit P(A) une variete torique lisse projective. On note ri, ..., 
T r les elements de A(l) etui,... ,u r leur generateur dans N. On a la suite exacte : 

r 

0 —> M 0Z Vfc) -%■ Pic(P(A)) —> 0, 

1=1 

la fleche l etant donnee par i : m —► Yl\=i < m,Ui > V (r,) et la fleche s designant 
la surjection canonique sur Pic(P(A)) vu comme groupe quotient par I’equivalence 
lineaire. Done Pic(P(A)) est un Z-module libre de rang (#A(1) — d). 


Demonstration. C’est une consequence directe de ( [pda|| , cor. 2.5) et et de 
l’isomorphisme b : CH l { P(A)) ~ CH l { P(A)q) donne par lc corollaire (|2.5.3|) . On 
peut egalement consulter ( [|Fu2|| , §3.4). 


2.5.3. Anneau de Chow. 

On decrit maintenant un theoreme de Jurkiewicz et Danilov ( ||Da|| , th. 10.8 


et rem. 10.9) donnant la structure de l’anneau de Chow (et done de l’anneau 
d’homologie) d’une variete torique projective lisse : 


Theoreme 2.5.7. Soient P(A) une variete torique projective lisse, T\, ..., r r les 
elements de A(l) et ui,...,u r leurs generateurs respectifs dans N. Considerons 
Vanneau de polynomes en r indeterminees : 

S = Z • 

Soient 1 Videal de S engendre par Vensemble : 

{t Pl t P 2 ■ ■ - tp s : Piy ■ ■ ■ j Ps £ A(l) deux a deux distincts et pi + • • • + p s ^ A} 
et J l’ideal de S engendre par : 

r 

< m,Ui > t n , m G M 

1=1 
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Soit [ ] : S — > CLP(P(A)) le morphisme d'anneau defini par : 

[tr] ■■= (V(t)] 6 CH\ P(A)), 

pour tout r e A(l). On a Ker[ ] = (X + J) et le morphisme : 

S/(l + J) A)), 

est un isomorphisme d’anneaux gradues. 


Demonstration. C’est une consequence de ( [|Da|| , th. 10.8) ou encore ( [|L)da|| , p. 


134). On peut egalement consulter (|[Fu2||, p. 106). 


3. Varietes toriques complexes 


3.1. Variete a coin associee a une variete torique. 

Dans ce paragraphe, on suit essentiellement ( ||Fu2|| , { 
consulter ( ||Oda|l , prop. 1.8). 


4). On 


Soit A un eventail de N. Pour tout cone a de A on note : 


peut egalement 


(U a )^> = Hom sg (cr* D M, M + ) 

1’ensemble des morphismes de semi-groupe avec element neutre de a* 0 M vers 
(M + , x). Du fait de l’inclusion M + C C, l’ensemble (U a )^ peut etre vu comme 
sous-ensemble ferine de U a (C). En effet, on a : 


(f/ CT )^ = Hom sg (a*nM, R + ) 

C Hom sg (a* O M, C) = Hom c _ algfebre (C[<7* D M], C) = U a (C). 

L’application module | | : C —> M + induit par composition une retraction : 

U a ( C) = Hom sg (cr* D M, C) —> Hom sg (a* D M, M + ) = (U^ 

quc 1’on note encore | |. Si a et a' sont deux elements de A, alors (f/ t7 )^n([/ 0 -/)^ = 
(U a n<r')^- II existe done une partie fermee P(A)^ de P(A)(C) telle que pour tout 
o' G A on ait P(A)^ D U a ( C) = ( U a )^>. 

L’application | | s’etend en une retraction continue : 

| | : P(A)(C) —> P(A)^ 


Proposition 3.1.1. Si A est reguher, P(A)^ est une sous-variete a coins ana- 
lytique reelle de P(A)(C), de dimension reelle d. 


Demonstration. C’est une consequence directe des definitions (voir par exemple 


Oda|| , prop. 1.8). 


Exemple 3.1.2. On note = ({7{o})^ = Hom sg (M, M + ). On verifie que est 
dense dans P(A)^. 
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Soient T( C) le tore analytique complexe associe a T et Sn le tore compact : 

S N = Horn(Af, «Si) C Hom(M, C*) = T(C), 

oil Si C C est le cerclc unite. C’est le sous-groupe compact maximal de T(C); 
en fait on a : 


S N = Horn(M, Si) = A C T(C) = Hom(M, C*) = A C* ^ (C*) d . 

L’action naturelle de T(C) sur P(A)(C) induit une action de S jv sur P(A)(C). La 
decomposition polaire C* = Si x R + * et l’isomorphisme log : R + —> R determinent 
un isomorphisme <Sjv-equivariant : 

log : T( C) = Sn x Hom sg (M, R + ) —■> Sn x Hom(M, R) = Sn x Ar. 

On note pr 2 : Sn x Ar —> Ar la seconde projection. Le diagramme suivant 
commute : 

T( Ar 

I I P f 2 


et les fleches horizontales sont des isomorphismes de groupes de Lie reels. 
On note orb la surjection canonique : 

orb : P(A)(C) —* P(A)(C)/«Sjv- 


On remarque qu’on peut identifier : 

= Horn sg (M, R + ) = T(C)/S N . 

Plus generalement, on a le resultat suivant : 

Theoreme 3.1.3. II existe un unique homeomorphisme k : P(A)^ —> P(A)(C)/«Sjv 
tel que le diagramme suivant commute : 

P(A)(C) 



P(A) 




P(A)(C)/«Sjv 


De plus, la restriction de n a coincide avec Videntification ci-dessus. 
Demonstration. Voir ( ||Fu2| , p. 79) et ( ||Oda| , prop. 1.8). 
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3.2. Un recouvrement canonique de P(A)(C). 

Definition 3.2.1. (Batyrev et Tschinkel). Pour tout a E A, on definit C a C 
P(A)(C) de la fagon suivante : 

C a = {x E P(A)(C) : Vm G = a* D M, est regulier en x et |y m (x)| ^ 1}. 


Proposition 3.2.2. Pour tout a G A, on a C a C U a (C) et C a est compact. De 
plus, si t,t' E A, alors : 

C T fl C T > = C TnT / 


Demonstration. Soit x E C a , la fonction y rn est definie en x pour tout m E 
5P a = cr* ft M, et done x E U a { C). 

Soit {mi,... ,m q } une famillc generatrice du semi-groupe On dispose de 
1’immersion fermee : 


V : U a { C) —. C 9 


x 




On remarque que tp(Co) = tp(U a (C)) fl B(0, l) 9 . Comme C)) est un ferme 

analytique, on conclut que tp(C a ), et done C a , sont compacts. 

Enfin la derniere assertion resulte de l’identite t* +t'* = (r Dr')* (Voir ||Oda|| , 
th. A.l). 


Proposition 3.2.3. Si A est complet, alors les compacts C a forment un recou¬ 
vrement de P(A)(C) lorsque a parcoure A max . 


[Ba r l|l . Puisque T{ C) est dense dans P(A)(C), il 
, lorsque a parcourt A max , recouvrent T( C). Soit 
G T( C) ; puisque A est complet, il existe cr g A max tel que — log |x| G a. Pour 


Demonstration. On suit ici 
suffit de demontrer que les C a 


x 


tout m E 5^ a , on a : 


< m, — log |x| >= — log |y m (x)| ^ 0. 

On en conclut que |y m (x)| ^ 1 pour tout m E S? a , e’est-a-dire que x G C a . 

Les compacts de la forme C a sont globalement invariants sous V action de Sn- 
Pour mieux comprendre la structure des C a , on peut etudier l’image de C CT nT(C) 
dans A r par l’application log |.|. C’est l’objet de la proposition suivante : 


Proposition 3.2.4. Pour tout a E A, on note Ca— C a fl T( C). On a alors : 

— log | (O'er | = CT. 

Demonstration. Soit x G T(C). Pour tout m E M , on a < m, — log |x| >= 

O 

— log |y m (x)|, et done x EC a si et seulement si : 
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ce qui est equivalent a : 

— log |x| G (<r*)* = a. 

L’etude des C a est done ramenee a l’etude de A “plonge” dans P(A)^. 
Exemple 3.2.5. On a represente ici P 2 (C)/iSjv : 



Proposition 3.2.6. Soit p un entier strictement positif. Le morphisme [p] : 
P(A)(C) —> P(A)(C) envoie P(A)^ dans lui-meme. Pour tout a <E D, le compact 
C a est laisse stable par [p]. Enfin le diagramme suivant commute : 


T{ C)-A-^ T { C) 



ou exp est Vinverse du morphisme log : Tj> —> iV K , et [p] : iV K —■> iV R designe la 
multiplication par p. 
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Demonstration. La premiere partie de la proposition est une consequence de 
l’egalite [p](x) = x p pour tout x G T(C) (on peut egalement consulter ||Fn2|| , p. 
80). 

Soient a G A et x G C a , pour tout m G on a \x m {[p]( x ))\ — \x m { x )\ p ^ 1) 
c’est-a-dire \p\(x) G C a ; et done C a est laisse stable par \p\. 

Enfin la commutativite du diagramme resulte des propositions enoncees au para- 
graphe precedent. 


Definition 3.2.7. Pour tout a G A, on pose : 

Cp = {x G C a : \x m (x)\ < 1, Vm G (a* — ap D M}. 

La proposition suivante rassemble diverses proprietes des ensembles C a et Cp 

Proposition 3.2.8. 

1. Pour tout a G A, on a — log | Cp fl T(C)| =cr, ou a est I’interieur relatif du 
cone a. 

2. Les ensembles C). nt sont deux a deux disjoints. Pour tout a G A, on a : 

(3.2) C, = 1J C“ 

r<cr 


3. Si I’eventail A est complet, alors les C') nt pour r parcourant A forment une 
partition de P(A)(C). 


Demonstration. Demontrons tout d’abord l’assertion (1). Soit x G T( C) fl C™ 1 . 
Pour tout m G (a* — a -1 ) fl M, on a < m, — log |x| > > 0, ce qui equivaut a ecrire 
que — log |x| Go\ On en deduit que — log |C^ nt fl T(C)| —a. 

On s’interesse maintenant a l’assertion (2). On reprend ici les notations de la 
remarque (|2.2.15|) . Soient r et t' deux cones distincts de A. D’apres l’assertion 
(1), on a — log |C , ; nt nC';? t nT(C)| =r fl r'= 0, ce dont on deduit que les ensembles 
O™ 1 et O™ 1 sont disjoints sur T( C). En remarquant que pour tout a G A, on a : 

C'f O V(a) (C) = CL n \ (resp. O V(a) (C) = C'^) 

ou t G A(cr) (resp. r' G A(cr)) et ou Cl nt C P(A)(A(cr))(C) = P(cr)(C) (resp. 
CEP C V (cr)(C)), on obtient la relation : 

Cf n cip n E(u)(C) = cp n dp. 


Pa recurrence, on deduit de cela, de la decomposition en tores disjoints donnee a 
la proposition (|2.2.14|) et de la remarque (|2.2.15| ) que Cp et Cp sont disjoints 
sur P(A)(C). La decomposition ( p.2| ) se montre par recurrence de fagon similaire 

en utilisant la relation a = (J r<cr r et la proposition ( fj.2.4|) . 

II reste a prouver l’assertion (3). D’apres ce qui precede, il sufiit de montrer 
que les Cp pour r G A forment un recouvrement de P(A)(C); or ceci se deduit 
directement de la decomposition (|3~^ ) et de la proposition (13.2.31) . 


















GEOMETRIE D’ARAKELOV DES VARIETES TORIQUES 


29 


Dans le cas oil A est complet et regulier, on peut preciser la structure des 
ensembles C a et C^ nt : 


Proposition 3.2.9. Soient A un eventail complet et regulier et a un element de 

A. 

1. L’ensemble C™ 1 est une sous-variete analytique reelle lisse de dimension 
reelle d + dimer de P(A)(C). 

2. le compact C„ est une sous-variete reelle a coins de dimension reelle d + 
dimer de P(A)(C), et son bord dC a est une variete a coins verifiant la rela¬ 
tion : 

dC a = C a - = |J Cf . 

T<<7 

T^<J 


Demonstration. On pose q = dimer. Soit r G A max tel que cr < r. D’apres 
la proposition (|2.2.11|) , on peut trouver {mi,... ,m d } une base de M telle que 
{mi,... ,m q } (resp. {m 1; ..., m d }) soit une famille generatrice du semi-groupe 
&0 ( r esp. y T ). 

Dans la carte affine ip : U T ( C) —> C d donnee par >p(x) = (x mi ( a; ), • ■ ■, X md i x ))i 


les ensembles C a et C™*' 

sont definis par les conditions : 


C a = {xeC d : 

\ x l\ < 1,..., \x d - q \ ^ 1, \x d - q+ i\ = 1,. 

■■,\x d \ 

et 



c; nt = {x G C d : 

|(Tl| < 1, • • • , \X d _g\ < 1, \X d _ q+1 \ = 1, . 

• • , \x d \ 


On en deduit clirectement les assertions enoncees. 


3.3. Metriques canoniques sur les faisceaux inversibles equivariants au- 
dessus de P(A)(C). 

Dans toute cette section, A designe un eventail complet de N. Pour tout di- 
viseur de Cartier D horizontal et T-invariant sur P(A), on construit de maniere 
canonique une metrique sur le faisceau inversible 0(D)( C). 

Plusieurs constructions equivalentes sont indiquees. 


3.3.1. Construction de Batyrev et Tschinkel. 

On presente ici, sous une forme legerement differente de ( ||Ba'l 
construction due a Batyrev et Tschinkel. 


j2.1), une 


Proposition-definition 3.3.1. Soit s une section holomorphe de 0(D)( C) au- 
dessus d’un ouvert O C P(A)(C). Pour tout ieO, soit a G A tel que x G C a C 
U a { C), et m D)CJ G M la restriction de da. Le quotient : 


« W BT = 


X 


m D ,<, 


W 


(3.3) 
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est bien defini et est appele norme de s au point x au sens de Batyrev-Tschinkel. 
Cette norme definit une metrique continue S^-invariante sur 0(D)( C), que Von 
note ||.||bt■ 


Demonstration. L’existence du quotient est une consequence directe du lcmme 
( 12.3.91) . Enfin, le second membre de (|3.3|) est independant du choix de a car : 


\x mD '°{x)\ = \x mD ’°'(x)\ 


pour tout x G C a fl C a i du fait de la continuite de la fonction support ipr, sur N r, 
et le meme argument montre que ||-||bt est bien continue sur P(A)(C). 


On donne dans la proposition suivante quelques proprietes de la construction 
de Batyrev-Tschinkel : 


Proposition 3.3.2. 

1. (Multiplicativite). Soient A un eventail complet dans Ar et D\, D 2 deux 
diviseurs de Cartier horizontaux et T-invariants swrP(A). L 'isomorphisme : 

0{D l )®0{D 2 ) ~ 0(D X + D 2 ), 

est compatible aux metriques de Batyrev-Tschinkel. 

2. (Fonctorialite). Soient p : Ax —> A 2 un morphisme d’eventails complets 
et p* : P(Ai) —> P(A 2 ) le morphisme de varietes toriques associe. Soient 
egalement D 2 un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A 2 ) et 
-02 sa fonction support, et notons D\ = (p*)*D 2 le diviseur de Cartier T- 
invariant sur P(Ai) dont la fonction support est donnee par if\ — ip 2 ° p- 
L’isomorphisme : 

0{D X ) ~ (<p,)*0(D 2 ), 

est une isometrie lorsque O(Di) et 0(D 2 ) sont munis de leur metrique de 
Batyrev- Tschinkel. 


Demonstration. On demontre tout d’abord l’assertion (1). Soient Si et s 2 des 
sections holomorphes, sur un ouvert O C P(A)(C), des faisceaux O(Di) et 0(D 2 ) 
respectivement. Pour tout x G Q, soit a G A tel que x G C a . On a : 


s i( 3; )||bt 


INOzOIIbt - 


Si 8 s 2 (x) 


si 8) s 2 (x) 

^-{-171 £) 2 ,cr 


■ m Di+D2 (x^ 


Si 8 s 2 (x)||bt, 


ce qui etablit l’enonce recherche. 

On s’interesse maintenant a l’assertion (2). Soit s 2 une section holomorphe du 
faisceau 0(D 2 ) sur un ouvert 0 C P(A 2 )(C) et notons Si = s 2 o la section 
holomorphe de 0(Di) au-dessus de (<p*) _1 (h2) obtenue par image reciproque de 
s 2 par 

Pour tout x G soit a\ G Ai tel que x G C ai et choisissons cr 2 G A 2 

tel que p(cT\) C cr 2 . D’apres la proposition ( |2.3.3| ), on salt que ifm = ifr> 2 o p, et 
done que m Di a = t p(m D2 ^). 
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On deduit de la proposition (|3.2.4j) et du 
sion : 


fait que <p* est T-equivariant, l’inclu- 


^(Ti(C) ncjc t 2 (C) n c n , 

ce qni, comme <p* est continue, montre que : 

<P*(C n ) C C n . 

On peut done ecrire : 


Si(x) 


S 2 ° 


S 2 O ip*(x) 

X mD i' a (x) 


yfv{m D2<a ) r x \ 


X mz52 ’' 7 ° V*{x) 


ce qni termine la demonstration. 


s 2 (^*(^)) IIbt, 


3.3.2. Construction d'apres Zhang. 

On suit dans ce paragraphe ( ||Zha| , th. 2.2). Soient p un entier superieur ou 
egal a 2 et D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A). Comme [p] 
est l’endomorphisme equivariant de P(A) associe a l’endomorphisme de A defini 
par la multiplication par p, on a d’apres (|2.3.8|) l’egalite des diviseurs de Cartier : 

[p\*D = pD, 


et done un isomorphisme de faisceaux sur P(A) : 

$D,p : 0(D'f? ~ \p]*0(D). 

Comme P(A)(C) est compacte, on peut munir O(D) (C) d’une metrique con¬ 
tinue que Ton notera ||.||o- On definit alors par recurrence une suite de metriques 
(IMIn)neN sur 0(D)( C) de la fagon suivante (n ^ 1) : 

ll-IU = IMU-i) 1/p - 

On a alors le theoreme suivant : 


Theoreme 3.3.3. 

1. Les metriques ||.|| n convergent uniformement vers une metrique ||.||zh,p sur 
P(A)(C) (Telog-M^ converge uniformement sur P(A)(C) vers log 

2. La metrique ||.||zh, P est I’unique metrique continue sur 0(D)( C) telle que : 

IUIzh, P = (^zj,p [p\* IMIzh, P ) 1/P • 

Demonstration. C’est une consequence directe de ( ||Zha|| , th. 2.2). 


Remarque 3.3.4. Zhang raisonne pour des varietes projectives, mais son argu¬ 
ment ne necessite en fait que la compacite. 

Le theoreme suivant nous permet d’identiher les deux metriques introduites 
precedemment : 
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Theoreme 3.3.5. Soit D un diviseur de Cartier horizontal et T-invariant sur 
P(A). Pour tout entier p ^ 2, on a I’egalite des metriques : 

IUIbT = Ml Zh,p 

sur le faisceau inversihle 0(D)( C). 


Demonstration. II suffit de verifier que ||.|| bt satisfait a la condition donnee 
au (2) du theoreme (|3.3.3|) . Cela deconle des proprietes de multiplicativite et de 
fonctorialite enoncees a la proposition (|3.3.2|). 


3.3.3. Construction par image inverse. 

Dans ce paragraphe, A designe un eventail possedant une fonction support 
strictement concave relativement a A. Par consequent la variete torique P(A) est 
projective. 

Soit D un diviseur de Cartier T-invariant sur P(A) et 0(D ) le faisceau in- 
versible associe. On suppose dans un premier temps que 0(D) est engendre par 
ses sections globales. Le choix d’un ordre sur les elements de Kd fl M permet de 
definir un morphisme T-equivariant associe a D, que Lon note 4>d, de la fagon 
suivante : 

(j>D : P(A) —► P| D 

x — >(x m (x))meK D nM 


oil kn est un entier positif defini par k D = #(K D ft M) — 1. On note 0(1) le 
fibre de Serre sur P| D et on le munit de la metrique definie pour toute section 
meromorphe de 0(1)(C) par : 


(3.4) 


\ s {' x ) ||oc = 


(*)l 


su Pl^i^fc D +l Fil 


Cette metrique est la metrique de Batyrev-Tschinkel ou de Zhang pour le faisceau 
0(1) sur Pg° consideree comme variete torique connne dans l’exemple ( p.4.2|) . On 
note 0(1)^ le faisceau 0(1) muni de cette metrique. Connne H-Hoo est invariante 
si Lon permute les elements de K D fl M, la metrique sur O(D) dehnie par : 


I D,o o 


'D 


oo 


est independante du choix effectue pour definir On note 0(0)^ le faisceau 
O(D) muni de la metrique ||.||d i 0 o- On a alors la proposition suivante : 


Proposition 3.3.6. Soient D et E deux diviseurs T-invariants sur P(A) dont 
les faisceaux associes sont engendres par leurs sections globales, on a : 

0[D)oo ® Woo = 0(D + E) 


Demonstration. On demontre tout d’abord le lennne suivant : 
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Lemme 3.3.7. Soit D un diviseur T-invariant sur P(A). On notera K E ( 0) les 
points entiers extremaux du polytope K D . Pour tout x G P(A)(C), on a : 

sup \ X m (x)\ = sup \x m (x)\. 

mGK jjHM 7716X0(0) 


Demonstration. Soient mo,...,m q les elements de K D (0) et m un element 
quelconque de KfjDM. Comme Kp est convexe, on peut trouver des reels positifs 
ao,..., a q tels que : 

j m = a 0 m 0 + ■ • • + a q m q 

y 1 = Oo "P • • • + Oi q . 

On en deduit l’inegalite : 


\x m (x)\ < sup \x mi (x)\, 

ce qui joint a L inclusion A" D (0) C K D fl M donne lc resultat annonce. 

On passe maintenant a la demonstration de la proposition. Soit s (resp. r) une 
section holomorphe de O(D) (C) (resp. de O(E) (C)) au-dessus d’un ouvert O de 
P(A)(C). Pour tout x e O, on a : 


| || £>,00 






resp. 


k(®)IU,oo = 


| r (x)| 


sup meKB nM \x m (x)\ 


SU Pm£K D r\M \X m {i x )\ V 

En utilisant lc lemme ( |- 1.3.7] ) et le fait que : 

Kd+e( 0) = (Kd + Ke)( 0) 0 Kd{ 0) + Ke( 0) C Ii D + h E = K e +e, 
on obtient l’egalite : 


sup \ X m (x)\ = 

m£K D+E 

et la proposition est demontree. 


( sup 

\m£K D 



sup \x m (x)\ 

m&KE 


Proposition-definition 3.3.8. Soit D un diviseur de Cartier horizontal et T- 
invariant sur P(A). II existe E et F des diviseurs de Cartier horizontaux et 
T-invariants sur P(A), dont le faisceau associe est engendre par ses sections 
globales, et tels que : 

D = E-F. 

La metrique ||.||^ :0 o • II• IIIfoo induite surO(D) = 0(E)®0(F)~ 1 par les metriques 
canoniques ||.||e )0 o C II-He ,00 est independante de E et de F. On note ||.||d,oo cette 
metrique et on note O^D)^ le faisceau 0(D ) muni de la metrique ||.||d,oo- 

Demonstration. La premiere partie de l’enonce est classique (Serre) et est tres 
facile a generaliser dans le cadre equivariant (prendre H diviseur de Cartier T- 
invariant tel que O(H) est engendre par ses sections globales et considerer E = 
nH et F = —D + nH pour n assez grand). Soient E , F , E' et F' des diviseurs de 
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Cartier T -invariants dont les faisceaux associes sont engendres par leurs sections 
globales et tels que : 

D — E — F — E' — F'. 

On tire E + F' — E' + F, et done des isomorphismes isometriques : 

W„®^)oo = W ® W)oo = W) ® Woo = W)oo ® Woo. 

on conclut que : 

Woo ® (Woo)' 1 - W)oo ® ( W) J'\ 

ce qui termine la demonstration. 

Proposition 3.3.9. Soient E et F deux diviseurs de Cartier horizontaux et T- 
invariants swP(A). On a un isomorphisme isometrique : 

Woo ® Woo ^ WWoo- 

Demonstration. La proposition est vraie dans le cas oil O(E) et O(F) sont 
engendres par leurs sections globales. Le cas general s’obtient par difference a 
partir des propositions ( |3.3.6|) et (|3.3.8|) . 

La construction qui vient d’etre donnee coincide avec les deux autres presentees 
precedemment : 

Theoreme 3.3.10. Pour tout diviseur de Cartier horizontal T-invariant D sur 
P(A), les metriques ||.||bt. ||-||zh et ||.||d,oo sur O(D) coincident. 

Demonstration. Cela decoule directement des proprietes de multiplicativite et 
de fonctorialite de la metrique ||.||bt enoncees a la proposition ( |3.3.2|) , ajoute au 
fait que ||.||bt et ||-||d,oo coincident par construction lorsque P(A) est l’espace 
projectif Pg et que 0{D) = 0(1). 

Dans toute la suite de ce paragraphe, P(A) designe une variete torique projec¬ 
tive et lisse. 

On constate que les metriques canoniques definies precedemment ne sont pas 
C°° en general (considerer par exemple P(A) = Pg et 0(0)^ = 0( 1)^). On a 
neanmoins le resultat suivant : 

Proposition 3.3.11. Soient P(A) une variete torique projective et lisse, et D 
un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A) tel que 0(D) soit en- 
gendre par ses sections globales. Pour tout ouvert ft C P(A)(C) et pour toute 
section holomorphe s de 0(D)( C) sur ft ne s’annulant pas, la fonction x i—> 
— log ||s(x)|||> ^ est continue et plurisousharmonique surQ. 


Demonstration. La continuity decoule des definitions. Coniine la condition de 
plurisousharmonicite est preservee par changement de variable holomorphe (voir 
par exemple |[Dc3 l , th. 1.5.9), il suffit de demontrer le resultat pour le faisceau 
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0( 1)^ sur ; et d’apres la formule (|3.4| ) cela resulte de ( [pc3 
exemple 1.5.10). On peut egalement consulter (||Del||, §3). 


th. 1.5.6 et 


On montre maintenant un theoreme d’approximation des metriques canoniques 
par des metriques G°° sur P(A)(C) : 


Proposition 3.3.12. Soient P(A) une variete torique projective et lisse, et D un 
diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A) tel que 0(D ) soit engendre 
par ses sections globales. II existe une suite de metriques (||.||n)„ e N sur 0(D){jC) 
convergeant uniformement vers || -1|z?,oo sur P(A)(C) et verifiant les conditions 
suivantes : 


- Les metriques ||.|| n sont C°°. 

- Si LI C P(A)(C) est un ouvert et s une section holomorphe de 0(D)( C) sur 
O ne s’annulant pas, la fonction x i—► log ||s(a;)||^ est continue et plurisous- 
harmonique sur LI; en particulier le courant : 

Cl (o(£>)(c),||.y = ~d*r iog|| a (*)||*, 


est positif. 

- Pour tout x G LI, la suite (— log ||s(x)||p nG N est decroissante et converge 
vers -log||s(x)||2, i00 . 


Demonstration. La condition de plurisousharmonicite etant preservee par change- 
ment de variable holomorphe, il suffit d’apres la construction par image inverse 
de demontrer la proposition pour 0( 1)^ sur PJ*. On considere alors la famillc de 
metriques ||.|| n dehnies par : 


\s(x)\\n = 




\i/ n 


(Er= 0 i xi\ n r 

pour toute section locale holomorphe s de 0(1) (C). Les metriques ||. 
sur P(A)(C). De plus, la fonction : 


sont C c 


(x 0 ,.. *, x m ) i —> log(e x ° H - h e Xm ) 

etant convexe et croissante en chacun des Xi et la fonction t i—> log \t\ etant 
sousharmonique, la fonction log (Y^Lo l^jl 71 ) 1 ^ es f plurisousharmonique (voir par 


exemple [Pc3|| , th. 1.5.6 et ||Dcl|| , §3). Enhn la suite 


Xi 


,l/n 


(n G N), est 


decroissante et converge vers sup 0<J<m |xj|, et la positivite de ci(C?(l)(C), ||.| 

||De3|| , exemple 3.1.18). 


decoule directement de 


3.4. Metriques canoniques sur les fibres en droites sur P(A). 

Dans cette section, A designe un eventail complet et regulicr de N possedant 
une fonction support strictement concave. En d’autres terrnes, on suppose que 
P(A) est une variete torique projective lisse. 

Pour tout fibre en droites L sur P(A), on construit de maniere canonique une 
metrique sur L( C). 
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Proposition-definition 3.4.1. Soit L un fibre en droites surF(A). II existe un 
diviseur horizontal T-invariant D sur P(A) et un isomorphisme : 

$ : L —* 0(D). 

La metrique $*||.||d,oo sur L est independante des choix de D et <f>. On I’ap- 
pelle metrique canonique sur L et on la note ||.||l )0 o? ° u P^ us simplement H-Hoo 
lorsqu’aucune confusion n’est a craindre. On note = (. L , ||.||l,oo) le fibre L 
muni de sa metrique canonique. 


Demonstration. L’existence de I) et 4> est une reformulation de la surjectivite 
de s dans la proposition (|2.5.6| ) . Soit maintenant D' un second diviseur horizontal 
T-invariant de P(A) tel qu’il existe un isomorphisme : L ~ O(D'). Le diviseur 
D—D' est principal, et il existe un unique element m G M tel que D — D' = div 
d’apres la proposition ( [2.5.61) . 

Comme les unites globales sur P(A) sont {1, —1}, les isomorphismes $ et d*' 
sont uniques au signe pres. Pour montrer que : 


<f>* 


| D, OO 


= 


D'oo 


il suffit done de verifier que V isomorphisme : 


O(D’) ~ 0{D ) 

defini par la multiplication par x m transporte ||.||n',oo sur ||- 1|z? >00 - Cela decoule 
de l’expression ( fiTil ) de Batyrev et Tschinkel pour ces metriques. 

La proposition suivante est une consequence immediate du theoreme ( |3.3.3| ). 

Proposition 3.4.2. Soit p un entier superieur ou egal a 2. Pour tout fibre en 
droites L sur P(A), on a un isomorphisme isometrique : 

[p]*ffoo) - (Lco)® P , 

O IMU.00 es t I’unique metrique continue telle que Loo = (L, ||.||l,oo) verifie cette 
propriete. 


4. Produits de courants 


4.1. Motivation. 

Soient P(A) une variete torique projective lisse et un fibre en droites en- 
gendre par ses sections globales sur P( A) et muni de sa metrique canonique. Soit s 
une section holomorphe de L sur un ouvert U C P(A)(C). En general la fonction 
x > — log ||s(x)||| ^ n’est pas de classe C°° mais seulement plurisousharmonique 
sur U (cf. prop. (|3 .3.1 1|) ); la premiere “forme” de Chern ci(Loo) = —dd c log ||s||| ^ 
n’est alors definie qu’au sens des distributions (e’est un courant de bidegre (1,1)). 
On ne peut esperer definir en toute generalite le produit de deux courants; ici 
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neanmoins, C\{L 00 ) est un courant positif (voir [|Dc3|| , prop. 3.1.18 et 3.1.14). Une 
construction due a Bedford et Taylor (cf. eud permet d’associer a des fibres en 
droites L i i00 ,..., L Pi00 engendres par leurs sections globales sur P(A) et munis de 
leur metrique canonique, un produit : 

Cl (lu j00 ) ■ ■' Ci( L p, oo) 

possedant des proprietes satisfaisantes. 

La construction presentee dans ce qui suit etant en fait tout a fait generate, on 
abandonne dans cette partie et la suivante le point de vue particular des varietes 
toriques. 


4.2. Theorie de Bedford-Taylor-Demailly. 

On suit L expose donne dans ( ||Del|l , §3; [Dc:2| | , 


1 et §2; et ||Dc3|1 , §3.3). Tous 


les resultats presentes ici sont dus a Bedford et Taylor (cf. ||BcT|| ) et Demailly (cf. 


Del 


et [Dc3 


On rappclle tout d’abord quelques definitions et notations. 


Dans toute cette partie, X designe une variete analytique complexe de dimen¬ 
sion complexe d. On note A p,q (X) (resp. D p,q (X)) l’espace vectoriel des formes 
differentiates C°° complexes (resp. l’espace vectoriel des courants complexes) 
de type (p, q ) sur X. Soit Y C X un cycle analytique irreductible de codimen¬ 
sion p, on note Sy G D P,P (X) le courant d’integration sur Y. Pour tout element 
T G D P,P (X), on note Supp T C X le support de T. Enfin pour tout ouvert 
U C X, on notera Psh(C/) l’ensemble des fonctions plurisousharmoniques de U 
vers [— oo, +oo[ semi-continues superieurement. 


Definition 4.2.1. (Lelong). Soit p un entier positif et U un ouvert de A". Lin 
courant T G D P,P (U ) est dit positif (ou faiblement positif ) et on note T ^ 0, si et 
seulement si pour tout choix de (1, 0) formes aq,.. ., a<i-p de classe C°° a support 
compact sur U, la distribution : 

T A (iaq A oq) A • • • A (iOd_ p A TUd-p ) 

est une mesure positive sur U. On note D^’ p (f/) C D P,P (U) l’ensemble des courants 
positifs de type (p, p) sur U. 


On pose alors : 

Definition 4.2.2. (Bedford-Taylor). Soit T G D p f p (U ) un courant positif fer¬ 
ine. de type (p,p) et u G Psh(£/) une fonction plurisousharmonique localement 
bornee sur U un ouvert de X. Le produit ( dd c u ) A T est defini par la formule : 

(dd c u) AT = dd c {uT) 


Remarque 4.2.3. Le produit uT est bien defini puisque u est localement bornee 
et T est d’ordre 0, i.e. a coefficients mesures (pour une demonstration de ce fait, 
voir par exemple [Dc3|, 3.1.14). 
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Proposition 4.2.4. Le produit ( dd c u ) A T defini ci-dessus est un courant positif 
ferme de bidegre (p + l,p + 1). II etend la definition usuelle du produit ( dd c u ) A T 
dans le cas ou u est une fonction C°° sur U. 


Demonstration. Voir par exemple ( |[Dcl|| , prop. 5.1; |De2|| . prop. 3.3.2 ou |De3 
prop. 1.2). 


De maniere plus generate, etant donnees T G D+ P (U) et u\, ..., u q des fonctions 
plurisousharmoniques localement bornees sur U, on peut definir par recurrence 
sur q le courant : 


(dd c U\) A • • • A ( dd c u q ) A T — dd c (ui(dd c u 2 ) A • • • A ( dd c u q ) A T). 
C’est encore un courant positif ferme, de bidegre (p + q,p + q). 


Le produit ainsi defini a un comportement agreable vis-a-vis de la limite uni¬ 
forme : 


Theoreme 4.2.5. Soient ui,...,u q des fonctions plurisousharmoniques contin¬ 
ues sur U. Soient (u^)ke n> ■ ■ •, (w^)fee n? Q suites de fonctions plurisousharmo¬ 
niques localement bornees sur U convergeant uniformement sur tout compact de 
U vers ui,...,u q respectivement, et (Tk)ken une suite de courants positifs fermes 
convergeant faiblement vers T sur U. Alors : 

Ui\dd c u^) A • • • A (dd c u^)AT k tend vers ui(dd c u 2 ) A • • • A ( dd c u q ) A T 
et ( dd c u A • • • A (dd c u^)AT k vers (dd c ui) A ■ ■ ■ A ( dd c u q ) A T, 

au sens de la convergence faible des courants. 


Demonstration. Voir ([ Dc2|| , cor. 1.6) ou ([Dc3], cor. 3.3.6). 

Au vue de la prop. ( |3.3.12| ), on souhaite affaiblir les hypotheses du theoreme 
precedent et remplacer la convergence uniforme par la convergence simple decroissante 
c’est hob jet du theoreme suivant : 


Theoreme 4.2.6. (Bedford-Taylor). Soient u\,... ,u q appartenant a Psh(V) 
et localement bornees sur U, et 'u\ \ ..., uip, q suites decroissantes de fonctions 
dans Psh(V) localement bornees sur U et convergeant simplement sur U vers 
Ui,... ,u q respectivement. On a : 

u{\dd c u^) A ■ ■ ■ A (dd c u^) AT tend vers U\{dd c U 2 ) A ■ ■ ■ A ( dd c u q ) A T 
et ( dd c u ^) A • • • A {dd c u^)AT vers ( dd c U\ ) A • • • A ( dd c u q ) A T, 

au sens de la convergence faible des courants. 


Demonstration. Voir par exemple ( ||Dc2|| , §1.7 ou ||De3|| . th. 3.3.7). 

Par regularisation (voir par exemple ||L)c3|| , th. 1.5.5), on deduit immediatement 
de ce theoreme le corollaire : 
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Corollaire 4.2.7. Soient u\,... ,u q des fonctions plurisousharmoniques locale¬ 
ment bornees surU etT e D p f p {U) un courantpositifferme; le produit ui(dd c u 2 ) A 
• • • A ( dd c u q ) A T (resp. le produit ( dd c U\ ) A • • • A ( dd c u q ) AT) est independant de 
I’ordre des 112 ,..., u q (resp. de I’ordre des u\,..., u q ). 

Definition 4.2.8. Soit U un ouvert de X et u £ Psh(U). On appelle lieu non 
borne de u dans U et on note L{u) l’ensemble des points x £ U tels que u n’est 
bornee snr aucun voisinage de x dans U. 


Le result at suivant, du a Demailly, montre que sous certaines conditions, on 
peut abandonner lhypothese selon laquelle les fonctions plurisousharmoniques 
u\,...,u q dans les enonces (|4.2.6| ) et ( |4.2.7|) doivent etre choisies localement 
bornees. 


Theoreme 4.2.9. (Demailly). Soit U un ouvert de X et soient T e D r ( p (U) 
ferme et ui,...,u q appartenant a Psh (U). On suppose que q ^ d — p et que 
pour tout choix d’indices j\ < • • • < j m dans (1,... ,q} Vintersection L(u n ) n 
• • • fl D SuppT est contenue dans un ensemble analytique de dimension 

complexe inferieure ou egale a (d — p — m). On peut construire des courants 
Ui{dd c U 2 ) A • • • A (dd c u q ) AT et (dd c ui) A ■ ■ ■ A ( dd c u q ) AT de masse localement 
finie sur U et caracterises de maniere unique par la propriete suivante : Pour 
toutes suites decroissantes N> • • •, n de fonctions plurisousharmo¬ 

niques convergeant simplement vers u\,... ,u q respectivement, on a : 

u^\dd c u^) A ■ ■ ■ A (dd c u^)AT tend vers Ui(dd c U 2 ) A ■ ■ ■ A ( dd c u q ) A T 
et ( dd c u A • • • A (dd c u^)AT vers ( dd c U\) A ■■■ A ( dd c u q ) A T, 

au sens de la convergence faible des courants sur U. 


Demonstration. Voir ( |Dc2|| , th. 2.5 et prop. 2.9 et [Pc3|| . th. 3.4.5 et prop. 


3.4.9). On peut aussi consulter ( |Pcl|| , th. 5.4). 

On deduit immediatement du theoreme precedent les corollaires suivants : 


Corollaire 4.2.10. Soient Ui,..., u q etT comme au theoreme (\j.2.9) ; le produit 
u\{dd c U 2 ) A ■ ■ ■ A (dd c u q ) AT (resp. le produit (dd c ui)A- ■ ■ A(dd c u q ) AT) ne depend 
pas de I’ordre de U 2 , ■ ■ ■, u q (resp. de I’ordre de u±,... u q ). 


Corollaire 4.2.11. Soient ui,...,u q plurisousharmoniques sur U et telles que 
pour tout 1 ^ i ^ q, Liuf) est contenu dans un ensemble analytique Ai C U. Si 
pour tout choix d’indices j\ < ... j m dans {1,..., q}, on a : 


codim A n fl ■ • • 0 A ]ri 


V m, 


alors les courants Ui{dd c U 2 ) A ■■■ A ( dd c u q ) et (dd c uf) A ■■■ A ( dd c u q ) sont bien 
definis et verifient les proprietes d’approximation enoncees au theoreme \j.2A) . 
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On expose enfin une construction due a Gillet-Soule (cf. [|GS1|| , §2.1.5) 


Soient X une variete projective complexe, Z un cycle de codimension q de A" et 
gz un courant de Green localement L 1 pour Z (i.e. un element de D p ~ 1,p ~ 1 ( A), 
localement L 1 sur X, C°° sur X — \Z\ et tel que dd c gz + Sz = coz est C°° sur A"). 
Choisissons une metrique sur A" et notons pour tout e G M + * : 


N e {Z) = {xe X: d(x,Z)<e}. 

Pour tout e G M + *, soit p e : X — > R une fonction C°° telle que : 

- 0 ^ p £ ^ 1 sur X, 

- p £ — 1 en dehors de N e (Z), 

- Pe = 0 sur N £/2 (Z), 
et posons g= p e 9z- 


Proposition 4.2.12. Pour tout e G M + * ? les assertions suivantes sont verifiees : 

- g'z est une forme C°° sur X. 

- On a : dd c g^ + 8^ = u>z, oil 8^ est une forme fermee C°° dont le support 
est contenu dans N e {Z). 

De plus, on a les limites suivantes : 

- linn^o g'z = 9z, 

- lirri^o 4 £) = &z, 

au sens de la topologie faible des courants. 


Demonstration. Voir ||GS1|] , §2.1.5. 


4.3. Formes differentielles generalisees. 

Les resultats enonces dans la section precedente motivent la definition suivante : 

Definition 4.3.1. Soit U un ouvert de X et ui,...,u q des functions de U —> 
[—oo, +oo[. Le g-uplet (ui,... ,u q ) est dit admissible sur U si et seulement si : 

1. Les functions ui ,..., u q sont des elements de Psh (U). 

2. Pour tout 1 ^ ^ q, l’ensemble L{uf) est contenu dans un ensemble analy- 

tique Ai C U. 

3. Pour tout choix d’indices ji < ■ ■ ■ < j m dans {1,..., q}, on a : 

codim A n fl • • • fl Aj m ^ m. 

Pour tout g-uplet (ui,... ,u q ) admissible sur un ouvert U C A, le corollaire 
( [4.2.lip nous permet de definir sur U les courants ui(dd c u 2 ) A • • • A ( dd c u q ) et 
\dd c Ui) A • • • A ( dd c u q ). 

On pose : 
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Definition 4.3.2. Soit p un entier positif. On note A (X) C D p,p (X) (resp. 

=P,P 

0 log (X) c D P,P (X )) 1’espace vectoriel complexe forme des elements de D P,P (X ) 
qui, sur tout ouvert U d’un recouvrement suffisamment fin de X, peuvent s’ecrire 
sous la forme : 


n 

y^ y ujj(dd c u itl ) A • • • A ( dd c u iAi ) 

i= 1 
n 

(resp. y^m i u ijl (dd c u ij2 ) A • • • A (dd c u i}<li )), 

i= 1 


ou pour tout 1 ^ i ^ n, on auj6# qi,p qi (U) (resp. c Oi G 9i+l,p qi+l {U)) et 
le g,;-uplet (w^i,... , est admissible sur l’ouvert U considere. 


On pose aussi la definition suivante : 


=P,P 

Definition 4.3.3. Soit p un entier positif. On dit que a E A (X) est une forme 
differentielle generalisee de type (p, p) si et seulement si sur tout ouvert U d’un 
recouvrement suffisamment fin de X, on peut ecrire la restriction de a a U sous 
la forme : 


n 

a/u = ^2uji(dd c u it i) A • • • A (dd c u itq J, 

1=1 

oil pour tout 1 ^ i ^ n, on a uq G A p ~ qi,p ~ qi (U ) et ..., sont pluri- 
sousharmoniques et localement bornees sur U. On note A P ' P (X ) 1’espace vectoriel 
complexe des formes differentielles generalises de type (p,p) sur X. 


On pose egalement : 


A\x) = $y'( X), A( X) = ® A°'\x), 


et Ao g (A')=©.C(A'). 


P> 0 


P^O 


P> 0 


Remarque 4.3.4. On a immediatement les inclusions suivantes : 

T(X) C T(X) C % og (X) C D*(X). 


Remarque 4.3.5. L’operateur dd c : D p ’ p (X) —> D P+1;P+1 (X) induit par restric- 

=p,p =p+i,p+i 

tion une application dd c : A log (A") —> A log (A"). 
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p p —Q j Q 

Soient x G A (X) et y G (X). Sur tout ouvert U C X assez petit, on peut 
ecrire : 

n 

x = ^^u>i(dd c Ui t i) A • • • A (dd c u^ ri ) 

2=1 

m 

et y = r]jVj i \{dd c Vj t 2 ) A • • • A ( dd c v jtSj ), 

3=1 

oil pour tout 1 ^ i ^ n, on a in* G A p ~ ri,p ~ ri (U) et , u itri sont des fonctions 

plurisousharmoniques localement bornees sur U ; et ou pour tout 1 ^ j ^ m, on 
a r/j G 7 49 - s j+ 1 .9- s j+ 1 ([/) et le multiplet (v JtU ... ,Vj jSj ) est admissible sur U. 
D’apres le theoreme ( |4.2.9| ). l’expression : 

n m 

EE ^iVj v j,i(dd c Ui t i) A • • • A {dd c Ui tTi ) A (dd c Vj j2 ) A • • • A (dd c Vj jSj ), 

i =1 3=1 

a bien un sens et definit sur U un courant de type (p + q,p + q) que Ton note 
provisoirement [x-y](U). 

Proposition 4.3.6. Le courant [x ■ y](U ) defini ci-dessus ne depend que de x et 
de y. 


Demonstration. Soient x' et y' deux courants sur U tels que x' — x/xj ety' — y/u, 
et tels qu’on puisse ecrire : 


x! = u>' i {dd c u' il ) A • • • A ( dd c u[y ) 

2=1 

m! 

et v' = E Vjv':j,i(dd c v' jj2 ) A • • • A {dd c v' js ,^ 

3=1 

ou pour tout 1 ^ i ^ n', on aw' 6 A p ~ r i ,p ~ r i(U) et u' il ,...,u' i , sont des fonctions 
plurisousharmoniques localement bornees sur U ; et ou pour tout 1 ^ j ^ m', on 
a r/' G A q ~ s x q ~ s j (U) et le multiplet (t/- 1; ... , v'- , ) est admissible sur U. 

J Ji s j 

On definit les courants : 


\x 


' ■ y\(U) = E E a LVjVjAdd^) A 

i=l j =1 


A ( dd c u' ir ,) A (dd c Vj } 2) A • • • A (dd c Vj, Sj ) 


et 


W ■ y'W) = EE^4l(^Xl) A • • • A ( ddCu 'i,r^ A ( ddCv 'j, 2 ) A • • • A (dd C v' js ,). 

i= 1 3=1 




GEOMETRIE D’ARAKELOV DES VARIETES TORIQUES 


43 


On veut demontrer que le courant 5 defini sur U par l’egalite : 

s=tf- y'](U) - [x • y](U) = {fix' ■ y'](U) - [x' ■ y]{U )) + ([s' • y](U) - [x • y](U)), 

est nul. On va prouver pour cela que [x' ■ y\(U) — [x • y](U) = 0. On demontrerait 
de meme que [x' ■ y'](U) — \x' ■ y\(U) = 0. 

Par regularisation, on peut trouver pour tout l^j^metl^k^Sj, une 
suite decroissante d’elements de Psh(CT’) 0 C°°(U ) convergeant simplc- 

ment sur U vers Vj t k- Pour tout n G N, on note y^ la forme differentiellc C°° de 
type (q, q ) sur U definie par : 

m 

y ln) = V a • • ■ a 

i=i 


De l’egalite x = x', on deduit que x ■ y^ = x' ■ y^ pour tout n e N, le produit 
etant le produit habituel d’un courant par une forme differenticlle. Or, d’apres 
Q4.2.9D , on a : 


x ■ tend vers 

et x' ■ ?/ n ' 1 tend vers 


[x-y](U) 

W-v]{u), 


au sens de la topologie faible. On en conclut que [x' ■ y\(U ) — [x ■ y\(U) = 0 et la 
proposition est demontree. 


L’assertion suivante est une consequence directe de ce qui precede. 


= 9.9 , 


Proposition 4.3.7. Soient x G A (X) et y G AL log (A"). II existe un (unique) 

=p+q,p+q 

element de A loR (. X ) que Von notera x ■ y et dont la restriction a tout ouvert 
U C X assezpetit coincide avec le courant [x-y](U) defini a la proposition ( U-3.t\) . 


Definition 4.3.8. Soient x G A PP (X) et y G 0 log (X). On appelle produit de x 

=p+q,p+q 

et de y le courant x ■ y G A log (X) defini a 1a, proposition precedente. 

Plus generalement, soient x G A*(X) et y G 0 log (X), on appelle produit de x 
et de y et Ton note encore x ■ y le produit gradue de x et de y. 

Les propositions suivantes sont des consequences immediates des definitions : 

Proposition 4.3.9. Soient aq G A^X) et x 2 G A 9 ’ 9 (X) C A log (X) ; on a : 
x 1 -x 2 eA P+q ’ P+q (X). 


Proposition 4.3.10. Soient X\ et x 2 des elements de A*(X) et y G A log (X) ; on 
a les relations suivantes : 

1. Xi ■ (x 2 ■ y) = (xi • x 2 ) ■ y (associativite). 

2. xi ■ x 2 = x 2 ■ X\ (commutativite). 
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Proposition 4.3.11. Le produit defini a la proposition (U-S.Sj) munit A (A) d’u- 


ne structure d’algebre associative commutative unifere et graduee et A log (A") d’une 
structure de A*(X)-module, qui etend sa structure usuelle de A*(X)-module. La 
restriction a A* (A") de la structure d’algebre sur A (A") coincide avec la structure 
d’algebre usuelle sur A*(X). 


Soient X et Y deux varietes complexes et / : Y —> X un morphisme lisse de 
varietes analytiques (i.e. une submersion holomorphe). On considere U C A et 
V C Y deux ouverts tels que f(V ) C U. 

Un resultat classique (voir par exemple |l)c‘i|| . th. 1.5.9), affirme que si u G Psh (U) 
alors f*(u) = uo f e Psh(U). Plus generalement, on a le resultat suivant : 


Proposition 4.3.12. Soit (tq,..., u q ) un q-uplet admissible de fonctions reelles 
sur U ; le q-uplet (u\ o /,..., u q o /) est admissible sur V. 

Demonstration. D’apres la remarque ci-dessus, on sait que les fonctions u\ o 
f,...,u q of sont plurisousharmoniques sur V. Pour tout 1 ^ i ^ g, on a : 
L{ui of) — f~ l (L{ui)) C f~ 1 (A i ). Enfin, du fait de la lissite de /, les ensembles 
/ _1 (Aj) sont analytiques et on a pour tout choix d’indices ji < ■ ■ ■ < j m dans 
{!. ■■■,?} : 

codim f~ l (A h ) 0 • • • 0 = codim A h 0 • • • 0 A jm ^ m, 

des que les intersections considerees sont non vides. 

La proposition suivante montre que Lirnage inverse du courant u\dd c U 2 A • • • A 
dd c u q s’exprime simplement : 

Proposition 4.3.13. Soit (ui,, u q ) un q-uplet admissible de fonctions reelles 
sur U ; on a sur V Vegalite : 

f*(uidd c U 2 A • • • A dd c u q ) = [u\ o /)(gM c -u 2 o /) A • • • A ( dd c u q o /). 

Demonstration. Par regularisation, on peut trouver pour tout 1 ^ i ^ q une 
suite decroissante () d’elements de Psh(U) r\C°°(U) convergeant simple- 

ment sur U vers Uj. Pour tout n G N on note x^ la forme differentielle C°° de 
type (q — 1, q — 1) sur U definie par : 

x (n) = u^ddfv^ A • • • A dd c u { q \ 

D’apres (|4.2.9|) la suite x^ (resp. la suite f*(x^)) tend vers Uidd c u 2 /\ - ■ - A dd c u q 
(resp. vers {u\ o f)(dd c u 2 o /) A • • • A ( dd c u q o /)) au sens de la convergence faible 
des courants quand n tend vers +oo. Le resultat decoule alors de la continuite 
faible de f *. 

On deduit de ce resultat que toute application analytique lisse f :Y —> X in- 

=P,P =P,P 

duit un morphisme de groupes f* : A ]og (X ) —> A log (U), qui induit un morphisme 
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gradue f* : A Xo& (X) -> A log (Y'). 

Les deux propositions suivantes sont des consequences directes de ( |4.3.13|) : 


Proposition 4.3.14. On a : /* (a (A)j C A ( Y ) et f* ^A*(A")j C ~A*(Y). 


Proposition 4.3.15. Soient x G A* (A") et y G A log (A), on a : 

nx-y) = r(x)-r( y ). 

En particulier, le morphisme f* : A*(X) —> A (Y) est un morphisme d’algebres. 


Enfin les deux propositions suivantes sont valables en toute generality : 

Proposition 4.3.16. Soient g : Z —> Y et f : Y —> X deux morphismes lisses 
de varietes complexes, on a I’identite : (/ o g)* = g* o /*. 


Proposition 4.3.17. Soient a G A*(Y) et x G A log (A"), on a : 

f*(a-f*(x)) =/*(a)-x, 

I’image directe /* (a ■ f*(x)) etant prise au sens des courants. 


4.4. Convergence au sens de Bedford-Taylor et image inverse. 

On introduit dans ce paragraphe de nouvelles classes remarquables de courants. 


Definition 4.4.1. Soit p un entier positif et Z un cycle de codimension q de A". 
On note B p ' p {X) (resp. B P : P (X), resp. B% P (X), resp. B^ p log (X)) l’espace vectoriel 
complexe forme des elements de D P,P (X), qui, sur tout ouvert U d’un recouvre- 
ment suffisamment fin de X, peuvent s’ecrire sous la forme : 


(resp. 
I resp. 


(resp. 


^ ^ LUi(dd A • • • A (dd 

i= 1 

n \ 

^ ^ ^i^ip^dd A • • • A (dd u^ q dj j , 

i= 1 ' 

71 \ 

^ LUi(dd c Uip ) A • • • A ( dd c u i)qi ) A 5 Z , J, 

i=1 ' 

n 

y LO i u itl (dd c u i}2 ) A • • • A ( dd c u i}qi ) A S z , ) , 


i— 1 


oil pour tout 1 ^ i ^ n, on a a;* G A p ~ qi,p ~ qi (U) (resp. aG 

resp. a;* G A p ~ q ~ qi ’ p ~ q ~ qi (U), resp. a;* G A p ~ q ~ qi+1,p ~ q ~ qi+1 (U)) et u it i,..., u i>qi 

sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U. 
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Remarque 4.4.2. On a immediatement les inclusions B P,P (X) C B P ^ P (X), 
B™(X) c B^(X) et l’egalite B™(X) = B™^(X). 

En reprenant les hypotheses et les notations de la definition precedente, on 
pose egalement : 


Definition 4.4.3. On note Bq' p (X) (resp. B p,p 0 (X), resp. B^ P 0 (X), 
resp. B P z P log: 0 (A")) le sous-espace vectoriel complexe de B P,P (X) (resp. de B P ° P (X), 
resp. de B^’ P (X), resp. de B^’ p og (X)) forme des elements qui, sur tout ouvert U 
d’un recouvrement suffisamment fin de X , peuvent s’ecrire sous la forme : 


11 

^ ~' j uJi(dd Ui t i) A • • • A (dd 

i =1 

resp. ^ LO i u ij i(dd c u ij 2 ) A • • • A (dd c u i)C[i ) J, 

i =1 ' 

( resp. ^ LUi(dd c u i:1 ) A • • • A (dd c u^ qi ) A S z , J , 

' i =1 ' 

( resp. ^2 UiU i}l (dd c u i}2 ) A • • • A ( dd c u^ qi ) AS Z , J, 

' i =1 ' 

oil les u i} j et les uy sont comme a la definition ( |4.4.1| ) et ou de plus, pour tout 
1 ^ i ^ n, la forme u;; est fermee. 


Remarque 4.4.4. On a les inclusions Bq P (X ) C B P ^ P 0 (X) = R^ p log0 (A") et 


Definition 4.4.5. Soit (a;( fc ))fceN une suite d’elements de B^ p og (X). On dit que 
(x^)ken converge vers x G B^ p og (X) au sens de Bedford-Taylor (en abrege au 
sens BT ) si pour tout ouvert U d’un recouvrement suffisamment fin de X, on 
peut ecrire : 

n 

x(k) = ^2^ k) u^i(dd^u $) A • • • A (| dd c uf2 ) A 5 Z 
1=1 
n 

et x = uUj } i(dd c Uj t2 ) A • • • A ( dd c Ui tqi ) A 5 Z , 

i =1 


ou n est independant de k et ou, pour tout 1 ^ i ^ n et tout k G N, on a G 
AP - q - qi+ i, P - q - qi+ i ^ Ui e AP - q - qi+ i iP - q - qi+ et u w _ ??Ui)lj q . 

sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U ; que tend vers au 


sens des formes C°° quand k tend vers +oo et que de plus (ufj)ken, ■ ■ ■, (u\^.)ke n 


.(*)> 
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convergent uniformement sur U vers u^i,..., Ui Ai respectivement quand k tend 
vers +oo. 


Definition 4.4.6. Soit (x^)keN une suite d’elements de B p f p (X). On dit que 
(x^)keN converge vers x G B p f p (X) au sens BTR, si pour tout ouvert U d’un 
recouvrement suffisamment fin de X, on peut ecrire : 

n 

x {k) = J2^ {k) (dd c u^) A • • • A (dd c u\ k l) A S z 

i =1 
n 

et x — ’y^ j u(dd c u i: i) A • • • A (dd c u iiqi ) A Sz, 

i= 1 


oil n est independant de k et oil, pour tout 1 ^ i ^ n et tout k G 


a ojf ] G A p - q - qi ’ p - q - qi (U ), uji G A p - q - qi ’ p - q ~ qi (U) et 


(fc) 


.(*) 


N, on 

• > u i,qi 


sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U ; que c o\ k ^ tend vers c Oi au 


sens des formes C°° quand k tend vers +cx) et que de plus )fceNj • • •, {' u %q,)ken 
convergent uniformement sur U vers u^i,..., u^ qi respectivement quand k tend 
vers +oo. 


En reprenant les hypotheses et les notations de la definition precedente, on 
pose egalement : 

Definition 4.4.7. Soit (x^)keN une suite d’elements de B^ p og0 (X). On dit que 
converge vers x G B% p Q (X) fortement au sens BT si pour tout ouvert 
U d’un recouvrement suffisamment fin de X , il existe n G N* tel que pour tout 
k G N on puisse ecrire : 

n 

x[k) = J2 Ujik)u i k l( ddCu i k ^ A ' ' ' A ( dd ° U i k l ) A S Z 
1=1 
n 

et x — uUj t i(dd c Uj t 2 ) A • • • A ( dd c Ui Ai ) A Sz, 

i= 1 

oil pour tout 1 ^ i ^ n, tend vers a;* dans A*(U ) quand k tend vers +cx) 
et ,..., u\ k q . converge uniformement sur U vers ... ,u^ qi respectivement 

quand k tend vers +oo, et ou pour tout 1 ^ i ^ n et tout k G N les formes 
et u>i sont fermees. 


Definition 4.4.8. Soit (x^)keN une suite d’elements de B^ P 0 (X). On dit que 
(x^)keN converge vers x G Bg P 0 (X) fortement au sens BTR si pour tout ouvert 
U d’un recouvrement suffisamment fin de X, il existe n G N* tel que pour tout 
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k E N on puisse ecrire : 

n 

= ^^ k \dd c uf}) A • • • A (| dd c ufl) A 5 Z 

i— 1 
n 

et x = \u(dd c Uj i i ) A • • • A ( dd c Ui Ai ) A <5z, 

2=1 

ou pour tout 1 ^ i ^ n, iv^ tend vers udans A*(U) quand k tend vers +oo 
et ufj ,..., u^. converge uniformement sur U vers Ui t i, ..., Ui Ai respectivement 

v (k) 

quand k tend vers +oo, et ou pour tout 1 ^ i ^ n et tout k E N les formes uj\ 
et toi sont fermees. 


Remarque 4.4.9. D’apres le theoreme ( |4.2.5| ) les quatre notions de convergence 
introduites aux definitions ( [4.4.5|) , ( |4.4.6| ), ( [4.4.7| ) et ( f4.4.8| ) sont plus fortes que 
la convergence faible au sens des courants. 


Remarque 4.4.10. L’application dd c : B P ° P 0 (X) —> B^ +1,P+1 (X) envoie l’ensem- 
blc des suites convergeant fortement au sens BT dans l’ensemble des suites con- 
vergeant fortement au sens BTR. 


Remarque 4.4.11. L’application dd c : B P)P {X) —> B p+1 ' p+] (X) envoie l’ensem- 
ble des suites convergeant au sens BTR dans l’ensemble des suites convergeant 
fortement au sens BTR. 


Definition 4.4.12. On note C P,P (X) (resp. C p ’ p (X )) l’ensemble des limites des 
suites de A p,p (X) convergeant dans B p ’ p (X) (resp. dans B P ’ P (X)) au sens BTR 
(resp. au sens BT). 

On note C P,P (X) (resp. C p ’ p 0 (X ))l’ensemble des limites des suites de A P,P (X) 
convergeant fortement dans Bq ,p (X) (resp. dans B P ^ P 0 (X)) au sens BTR (resp. 
au sens BT). 

Soient x E B P,P (X ) et y E B r £ log (X). Sur un ouvert U C X assez petit, on peut 
ecrire : 

n 

x = iVi(dd c u i: i) A • • • A ( dd c u ijqi ) 

2=1 

m 

et y = yy r]jVj t i(dd c Vj t 2 ) A • • • A (dd c Vj jrj ) A 5 Z , 

3 = 1 

ou pour tout 1 ^ i ^ n, iVi E A p ~ qi,p ~ qi (U) et u i} i,..., u^ qi sont des fonc- 
tions plurisousharmoniques continues sur U ; et ou pour tout 1 ^ j ^ n, on 
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a r]j G A p ~ q ~ rj+1,p ~ q ~ rj+1 (U) et , Vj_ rj sont des fonctions plurisoushar- 

moniques continues sur U. A partir de ces donnees, on definit un courant de 
Bz\og +r (U) que l’on note provisoirement [x • y\(U), par la formule : 

[x-y](U) = 

n m 

UjrijVj p (dd c Uj t i) A • • • A (dd c u i:q J A ( dd c Vj j2 ) A • • • A ( dd c Vj jVj ) A <5^. 

i=i i=i 


Proposition 4.4.13. Le courant [x ■ y\{U) ainsi defini ne depend que de x et de 

y- 


Demonstration. Par linearite, on se rarnene au cas oil Z est effectif. Le probleme 
etant local, on se restreint a un ouvert U' C U tel qu’il existe une suite (<5^)neN de 
formes C°° fermees et positives sur U' convergeant faiblement au sens des courants 
vers Sz- On suit alors mutatis mutandis la demonstration de 1a, proposition (|4.3.6|) 
en utilisant le theoreme (|4.2.5| ). 

On deduit immediatement de ce qui precede : 


Proposition-definition 4.4.14. Soient x G B p,p (X) et y G B r ^\ (X). II existe 
un unique element de B r ^\^ +r (X) que Von note x ■ y et qu’on appelle produit de 
x et de y, dont la restriction a tout ouvert U C X assez petit coincide avec le 
courant [x ■ y\(U ) defini a la proposition / [ f.f.lSj ). 

Plus generalement, soient x G B*(X) et y G B* z i (X), on appelle produit de x 
et de y et on note encore x ■ y le produit gradue de x et de y. 


Remarque 4.4.15. On definit de fagon similaire un produit : 


( ■ ) : B,* g ( X) x B‘ Z (X) —. B‘ z)ol (X). 


Remarque 4.4.16. Du fait de l’inclusion B*(X) C B* og (X) = B* xlog (X), on 
dispose d’un produit ( • ) : B*(X) x Bf g (X ) —> B* 0% (X). Ce produit coincide 
avec lc produit defini a 1a, proposition (|4.3.7|) . 


La proposition suivante est une consequence directe des definitions : 

Proposition 4.4.17. Le produit defini a la proposition ( \j.4-141 ) munit B*(X) 
d’une structure d'algebre associative commutative unifere et graduee et B Z1 (X) 
d’une structure de B*(X)-module qui etend sa structure usuelle de A*(X)-module. 

La proposition suivante montre que le produit defini a la proposition ( |4.4.14|) 
se comporte bien vis-a-vis des convergences ordinaires ou fortes au sens BT et 
BTR : 


Proposition 4.4.18. 


Le produit : 

) : B’(X) x B- zm (X) 


B zm (X). 
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est compatible avec les convergences au sens BTR et BT sur B*(X) et B* Z]o jX) 
respectivement. Sa restriction : 

Bq(X) x B' w ( X) — B‘ zm (X), 

est compatible avec les convergences fortes au sens BTR et BT sur B^(X) et 
B*z, i 0 g,o(^0 respectivement. 

Demonstration. C’est une consequence immediate des definitions. 


Remarque 4.4.19. Soient e C£J 0 (X), ,p' e C,“ 0 (X) et v " e CT/(X), on a 
fddY e f) et e C£+7 +r (A'). 


Theoreme 4.4.20. Soit f : X — > Y un morphisme de varietes projectives com¬ 
plexes. II existe un unique morphisme de groupes gradues : 

r : B; ol (Y) —. Bj* og (.Y), 

tel que les assertions suivantes soient verifiees : 

1. f* restreint a A*(Y) coincide avec Vapplication image inverse usuelle. 

2. f* respecte la convergence au sens BT. 

3. On a f*(B*(Y)) c B‘(X), f(BS(Y)) c BJ(A') etf(B^ 0 (Y)) c 

4. f* restreint a B*(Y ) (resp. a fi>o(y) 7 res P- ® -^iogo(^)j respecte la con¬ 
vergence au sens BTR (resp. la convergence forte au sens BTR, resp. la 
convergence forte au sens BT). 

5. Si x G B*(Y ) et y G -Bj* og (Y) ; alors on a : 

f*{x-y) = f* 0 ) • /*(?/)■ 


6. Soit g : V —> 

a • (/ ° 0)* = 


X un antre morphisme de varietes projectives complexes. On 
9* of*. 


Demonstration. Le morphisme f : X ->-Y peut se factoriser connne la composi¬ 
tion d’une immersion fermee i : X Py pour n assez grand, et de 1a, projection 
7r : Py —> y qui est un morphisme lisse. On va definir 7r* et i*, puis poser 


f* = i* 0 71*. 

Connne n est lisse, n* : D*(Y ) —> D*(X) est defini en toute generality et 
sa restriction a B) og (Y) verifie les assertions (1) a (6) d’apres les propositions 
( [003]) , (|XT5D, (fmef) et ( phiTp . 

On donne a present une construction de i*. Soit x G Bf og (Y) ; sur tout ouvert 
U d’un recouvrement suffisamment fin de Y, on peut ecrire : 


n 

x = UjUj^ddluj^) A • • • A (dd c Uj^ qj ), 
j= 1 
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oil pour tout 1 ^ j n, ojj G A*(U) et u 3 a, • • •, Uj iqj sont des functions plurisous- 
harmoniques continues sur U. On pose : 

n 

**(x)(* -1 (C/)) = i*{ujj){uj^ o i)[dd c Uj^ o i) A • • • A ( dd c Uj Aj o i) e f? 1 * og (f _1 (f/)). 
i =1 

Le morphisme image directe 0 : H*(A") —> D*(Y) etant injectif, le courant i*(a;) 
est 1'unique courant tel que : 

i*(i*(x )) = x ■ S i( x), 

ce qui montre que le morphisme i* est bien defini. On dednit aisement des 
definitions qne i* verifie les assertions (1) a (6). 

Les morphismes n* et i* etant definis, on pose f* = i* on*. Par composition, 
f* verifie les assertions (1) a (5). 11 faut montrer qne f* ne depend pas de la 
decomposition / = tt o i utilisee ponr lc definir. Ponr cela, on montre que les 
assertions (1) et (2) caracterisent f* de maniere unique. 

Soit x G B\ og (X). En utilisant une partition de 1'unite associee a un recouvre- 
ment suffisamment fin de Y, on pent supposer qne le support de x est contenu 
dans un onvert U C X tel que l’on puisse ecrire : 

n 

x = UjUj^{dd c Uj t2 ) A • • • A ( dd c Uj ^ qj ), 

3 = 1 

oil pour tout n, c Oj est une forme C°° dont le support est contenu dans 

U et Uj t i,... ,Uj tQj sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U. Par 

regularisation, on pent tronver ponr tout 1 ^ j ^ n des suites ■ ■ ■ ,( u ^ qj )keN 

de fonctions plurisousharmoniques C°° convergeant uniformement vers Uj t i,... ,Uj tQj 
respectivement sur U. 

Posons, pour tout k G N, 

n 

x ^ = y: Wjuf''I(ddkufl) A • • • A (dd c uf^ qj ). 

3 =1 

On deduit de l’assertion (2) qne la suite (f*(x^))km converge faiblement vers 
f*(x). Comme d’autre part les formes images inverses f*(x ponr k G N ne 
dependent pas, d’apres V assertion (1), de la decomposition choisie, il en est de 
meme ponr f*(x). 

L’assertion (6) se montre de fagon similaire. 

Remarque 4.4.21. Les operateurs f* et dd c commutent. 

Remarque 4.4.22. Si v e ^i°og,o( x ), alors /*M = <p°f- 
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Remarque 4.4.23. Si % : X Y est une immersion fermee et £ B* (Y), on 
deduit de la construction donnee au theoreme (|4.4.20| ) que : 

**(**M) = 


4.5. Metriques admissibles. 

Dans cet article, on appellcra fibre en droites hermitien sur A" tout couple 
L = (L, ||.||) forme d’un fibre en droites holomorphe L sur X et d’une metrique 
hermitienne continue sur L. 

On considere U C X un ouvert et si et s 2 deux sections holomorphes de L ne 
s’annulant pas sur U. II existe alors une fonction h holomorphe et ne s’annulant 
pas sur U telle que S 2 = h ■ s±. On en deduit que : 

dd c (— log ||s 2 || 2 ) = —dd c log |h| 2 + dd c (— log ||si|| 2 ) = dd c (— log ||si|| 2 ). 

Cette remarque justihe la definition suivante : 

Definition 4.5.1. Soit L = (L, ||.||) un hbre en droites hermitien sur X. On 
appellc premier courant de Chern de L et on note cfiL) e D l,1 {X) le courant 
defini localement par l’egalite : 

Ci(L) = dd c (— log ||s|| 2 ), 

ou s est une section locale holomorphe et ne s’annulant pas du hbre L. 


Proposition 4.5.2. Soient Li et L 2 des fibres en droites hermitiens sur X. On 
a la relation : 


Ci(Li 0 L 2 ) — ci(Li) + cfiLfi)■ 


Demonstration. C’est une consequence immediate de la definition (|4.5.1|). 


L’enonce suivant est une extension immediate de la formule de Poincare-Lelong 
classique au cas des fibres hermitiens quelconques : 


Theoreme 4.5.3. (formule de Poincare-Lelong generalisee). Soit L = (L, ||.||) 
un fibre en droites hermitien sur X et s une section meromorphe de L sur X non 
identiquement nulle sur chaque composante connexe de X. On a I’egalite entre 
courants : 


dd c (- log ||s|| 2 ) + 5dws = ci(L). 


Definition 4.5.4. Soit L = (L, ||.||) un hbre en droites hermitien. La metrique 
||.|| est elite positive (resp. strictement positive) si et seulement si cr(L, ||.||) ^0 sur 
X (resp. pour toute forme de Kahler a sur X et tout ouvert U d’un recouvrement 
sufhsamment hn de X, il existe e G M + * tel que ci(L, ||.||) ^ ea sur U). 
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Definition 4.5.5. Soit L un fibre en droites holomorphe sur A". Une metrique 
|.| continue et positive sur L est dite admissible s’il existe une suite (||.|| n ) neN de 
metriques positives de classe C°° sur L , convergeant uniformement vers ||.|| sur 
X. 

On appelle fibre admissible sur X un fibre en droites holomorphe muni d’une 
metrique admissible sur A". 


Proposition 4.5.6. Soient L i = (Li, ||.||i),..., L q = (L g , ||.|| 9 ) des fibres en 
droites admissibles sur X et s\,..., s q des sections meromorphes non identique- 
ment nulles, sur chaque composante connexe de X, de L \,..., L q respectivement, 
et telles que les cycles div s i,... ,divs,j soient d’intersection propre (i.e. tels que 
codim(div s 3l 0 • • ■ 0 div s ]rn ) ^ m pour tout choix d’indices ji < ■ • • < j m dans 
{1,..., q}). Pour tout 1 ^ i ^ q, le courant : 

( II Hi )0 (-^l) ' ’ ’ O (Ai—l) ' hdiv Si+i ' ' ' ^div s q j 

est bien defini et est un element de A log (A"). 


Demonstration. Le probleme etant local, on se ramene par linearite au cas ou 
Si,... ,s q sont holomorphes au-dessus d’un ouvert U. La proposition est alors une 
consequence directe de la formule de Poincare-Lelong generalisee (fi.5.3|) , du fait 
que pour tout 1 ^ i ^ q, cfiLfi 


€ A 1,1 (A), et des definitions. 


Proposition 4.5.7. Soit L = (L, ||.||) un fibre admissible sur X compacte. II 
existe une suite croissante de metriques C°° positives convergeant uniformement 
vers II.II. 


Demonstration. Soit (||.|| n )neN mie suite de metriques C°° positives sur L con¬ 
vergeant uniformement vers ||.||. Pour tout n G N, on note <p{ri) le plus petit 
entier positif tel que : 


I • llvK") 


< 


2"+ 2 ’ 


On choisit alors un reel A n dans ]0,1 [ tel que : 

|-Ilv3(n) 


1-< \ r 

2 n 


< 1 


—L \ . 

2 n+1 J 


On a done construit une application croissante (p : N —> N et une suite de reels 
(A„)nGN dans ]0,1 [ tendant vers 1 tels que la suite des metriques ||.||^ = 11.11 

pour n G N soit croissante sur A". Comme ci(L, ||.||^) = ci(L, ||.||^(n)) ^ 0 pour 
tout nGNet que (||.||^) ngN converge uniformement vers ||.|| sur A", la proposition 
est demontree. 


Exemple 4.5.8. 

- Toute metrique positive C°° est admissible (prendre ||.|| n = ||.||). 
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Soient P(A) une variete torique projective lisse et L un fibre en droites 
engendre par ses sections globales au-dessus de P(A); la metrique canonique 
IMU,oo introduite a la proposition ( |3.4.1|) est admissible (voir prop. |3.3.12|) . 

Plus generalement, so it L un fibre en droites holomorphe engendre par ses 
sections globales holomorphes au-dessus d’une variete X que l’on suppose 

< 3 > L , 

compacte. Soit >p : X —> X un morphisme surjectif tel que <p*(L) ~ L , avec 
k un entier > 1 ; on munit L d’une metrique de Zhang ||.||zh pour tp (i.e. une 

metrique continue telle que tp* (L, ||.||zh) — (L, ||-||zh) )• Le fibre hermitien 
(L, || • || Zh) est admissible. (Prendre sur L une metrique ||.|| 0 positive C°°, puis 
considerer la suite de metriques (||.||n)neN definie par la recurrence : 

iiiu = (*!»>' 

Les metriques ||.|| n sont positives et C°°, et la suite (||.|| n )neN converge uni- 
formement vers ||.||zh sur X d’apres ([^ha||, th. 2.2)). 


4.6. Un theoreme d’approximation globale. 

Le theoreme suivant montre que pour un fibre ample, les notions de metriques 
positives et de metriques admissibles sont equivalentes : 


Theoreme 4.6.1. Soit X une variete complexe projective et L un fibre en droites 
ample sur X. Toute metrique positive sur L est admissible. 


Pour demontrer le theoreme ( jl.6.1| ) on utilise une methode de regularisation 
et de recollement essentiellcment due a Richberg (cf. [TTT| ). On s’inspire ici de la 
presentation donnee dans ( ||Uc3|| , §1.5.0). 

Soit 6 : M —> M + une fonction C°° dont le support est inclus dans [—1,1] et 
telle que f R 0(t) dt = 1 et f R t6{t) dt = 0. 

Lemme 4.6.2. Pour tout p = (rji ,..., 7] p ) e]0, +oo[ p , la fonction : 

M v (ti, ...,t p )= / max{fi + h 1 ,...,t p + h p } n 6 ( hj/pj ) dh\... dh p , 

Jrp '<J%r 

verifie les proprietes suivantes : 

1. M p (ti,... ,t p ) est croissante en chacune des variables et est convexe et C°° 
sur R p . 


2. On a : max{fi,..., t p } ^ M v (t \,..., t p ) ^ max{ti + rji,. .., t p + r] p }. 

3. On a : M v (t i,..., t p ) = ..., tj ,..., t p ) des que t 3 + rjj ^ 

ma x k jtj{t k — rj k }. 

4. M p (ti + a ,..., t p + a) = ..., t p ) + a pour tout a G M. 

5. Si ui,... ,u p sont plurisousharmoniques sur X et verifient dd c u 3 ^ a, ou 
a e A 1,1 (X), alors u = M v (u \,... ,u p ) est plurisousharmonique et satisfait 
a I’inegalite dd c u ^ a. 
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Demonstration. Voir ( |Dc3(| , Lemme 1.5.16) 


On peut passer a la demonstration du theoreme : 

On note ||.|| la metrique positive consideree. Qnitte a considerer nne puissance 
tensor idle assez grande de L, on peut supposer L tres ample. 

On suppose dans un premier temps que la metrique ||.|| est strictement positive. 
On note a une forme de Kahler sur X telle que c±(L, ||.||) ^ a. On choisit S = 
{si,...,sjv} une Z-base des sections holomorphes de L au-dessus de X. Pour 
tout i G {1,..., N} on note Ui = — log ||s;|| 2 *= Psh(A). Pour i et j elements de 
{1,..., N}, on note la fonction meromorphe definie par .s t = f t . 3 Sj. Pour tout 
couple (D,,x) forme d’un point i 6 I et d’un ouvert 12 C X le contenant, on 
dit que 0 est une boule centree en x de rayon r s’il existe une carte (V, p) de X 
contenant 12 telle que <p(x) = 0 et que <p(12) soit une boule centree en 0 de rayon 
r dans C dimX . 

On choisit (12a) Qg A un recouvrement ouvert fini de X verihant les proprietes 
suivantes : 

1. Pour tout a G A, 1’ouvert est une boule centree en un point 0 Q G Q a de 

rayon r a dans une carte (V a ,<p a ) de A". 

2. Pour tout a G A, il existe Si a G S qui ne s’annule pas sur un voisinage U a 
de 0 Q . 

Connne L est tres ample et done engendre par ses sections globales, un tel recou¬ 
vrement existe toujours. 

On choisit A un element de ]0,1[. Pour tout a G A, on peut construire par 

regularisation (voir par exemple fpc3| , th. 1.5.5) une famille ( ) d’elements 

V /esK+* 

de Psh(0 Q ) 0 C°°(f) Q ) telle que Ua soit une fonction croissante de e et que : 


Ve G M + *, 


U7. 


u 


( £ )||- 


I Ra ,00 


< e. 


Pour tout a G A, on choisit O" C Q! a C des boules concentriciues de rayon 
respectif r" a < r' a < r a dans la carte V a , et tellcs que la famille (0") aeA forme 
encore un recouvrement de X. 

Soient £ a et deux nombres reels strictement positifs que 1’on hxera par la 
suite. Pour tout z G h2 a , on pose (dans le systeme de coordonnees relatif a la 
carte (V a , <p a )), 


«.(ea,7a) 

U OL 


(*) 


= «i £a)| 


z) +7a( r 


/2 

a 



Pour e a < £ a}0 et 7 a < 7a ; o assez petits, on a Va"’ 7 " 1 ^ Ui a + A/2 et dd c Va a,7a ^ ^ 
(1 — A)a sur On pose : 



— r 


//2 

0.1 


/2n 


Va = la mm 


a 
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On choisit tout d’abord 7 Q < 7 Qi o tel que r] Q < A/2, puis on choisit e a < e a fi 
suffisamment petit pour que l’on ait : 

u ia ^ u a a) < U i a + Va 

sur fl a . Comme ( r' 2 a — |z| 2 ) est inferieur a —2r] a sur dfl a et strictement superieur 
a rj a sur on a : < u ia — rj a sur dVt a et Va a,7a ' > > u ia + rj a sur Vt' a . 

Pour tout i G {1,. .., iV}, on definit maintenant sur la fonction : 

Ui,a = + (- log \fi,i a \ 2 ) . 

D’apres ce qui precede, les fonctions Ui j0l verifient les assertions suivantes : 

1. Ui )(X ^ Ui + A/2 sur Q a . 

2 . Ui ta < Ui — rj Q sur dQ a . 

3. u ha > Ui + r] a sur 

4. u ijCt est C°° sur £l a — divsj, et on a : dd c u itCX ^ (1 — A)a. 

Grace aux ( 2 ) et (3) ci-dessus et au (3) du lcmme ( f4.6.2|) , on peut definir pour 
tout i G {1,.. ., N } la fonction : 

Ui'. X— div Si —>R. 

^ y -^(Va) i u i,a( z )) ■ 

La fonction u t est C°° d’apres le (1) du lcmme (|4.6.2| ), et plurisousharmonique 
d’apres le (5) de (|i.6.2| ). De plus, ellc verifie l’encadrement : 

(4.5) Ui < Ui + min rj a < Ui ^ Ui + A. 

a£A 


Enfin, pour tout i et j elements de {1,..., N}, on a : 

(4-6) uj = Ui + (— log I/ 77 I 2 ) , 

d’apres le (4) du lemme ( [4.6.2| ). 

Soit U un ouvert de X suffisamment petit pour qu’il existe s* G S ne s’annulant 
pas sur U. Soit s une section rcguliere de L au-dessus de U. On pose : 


D A = 


0 -ui /2 


Grace a l’egalite (|4.6|) , la definition ci-dessus ne depend pas du choix de s % 
et definit par recollement une norme C°° positive sur L. De plus, on tire des 
definitions l’egalite : 




N 


= e 2 


ce qui donne l’encadrement : 


Da 


< 1 , 


e " A / 2 < 
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d’apres l’encadrement (|4.5|) . 

En faisant tendre A vers 0, on extrait de la famille ( ||-II a)A e]o i[ une suite crois- 
sante de metriques C°° positives convergeant uniformement vers ||.|| sur A". Le 
theoreme est done demontre dans le cas oil ||.|| est strictement positive sur A". 

On s’interesse desormais au cas oil ||. || est supposee simplement positive. Comme 
L est tres ample, il existe sur L une metrique ||.||' qui est C°° et strictement pos¬ 
itive. Pour tout n G N, la metrique ||.|| n = (||.||) 1_1 / n • (||.||') 1 / Tl est strictement 
positive. D’apres le resultat que Ton vient de demontrer, clle est done approchable 
uniformement par des metriques C°° positives sur A". Comme ||.|| n tend uni¬ 
formement vers ||.|| quand n tend vers +oo, on en deduit que ||.|| est approchable 
uniformement par des metriques C°° positives. 

4.7. Fibres en droites integrables. 

Suivant Zhang, on introduit a present une nouvellc classe de fibres en droites 
plus generale que cclle des hbres admissibles. On conserve ici la terminologie de 
Zhang (cf. 

Definition 4.7.1. Soit L = (L, ||.||) un fibre en droites hermitien sur X. Le fibre 
L est dit integrable sur X ou plus simplement integrable si et seulement s’il existe 
E i et E 2 deux hbres admissibles sur X tels que : 

L = Ei 0 (E 2 ) 1 . 


W, §1-5) : 


Exemple 4.7.2. 

- Supposons A" projective; tout fibre en droites L = (L, ||.||) muni d’une 
metrique C°° est integrable (considerer L 0 H , oil H est un fibre ample 
muni d’une metrique C°° strictement positive sur A). 


Soient P(A) une variete torique projective lisse et Loo = (h, ||.||l,oo) un 
fibre en droites sur P(A) muni de sa metrique canonique, (L(C), ||.||l,oo) est 
integrable sur P(A)(C) (cf. prop. (|3.3.8|) et (|3.3.12|) ). 


Proposition 4.7.3. Soient E et F deux fibres admissibles (resp. integrables) sur 
X ; leur produit tensoriel E 0 F est admissible (resp. integrable) sur X. 


Demonstration. On suppose tout d’abord que E = ( E , ||.||e) et F — (F. ||.||f) 
sont admissibles. On a cfiE ® F) = cfiE) + Ci(F) ^ 0 d’apres (|4.5.2|). De plus, 


si 


i(0 

I E 


et 


n€N 

vergeant uniformement sur X vers 

ll (n) a II ll (n) 

He ^ II-IIe 


) sont deux suites de metriques C°° positives con- 

/neN 

| e et ||.||i? respectivement, alors la suite 


donnee par 




est une suite de metriques positives C°° con¬ 


vergeant uniformement sur X vers 
admissible sur A". 


| p ; on en deduit que E 0 F est 
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On suppose maintenant que E et F sont integrables sur X. On peut done 
trouver E i, E 2 , F l et F 2 des fibres admissibles sur X tels que E = Ei® ( E 2 )~ l 
et F = Fi 0 (F 2 ) _1 . On tire : 

E 0 F = (E 1 ® Ffi) 0 (' E 2 ®F 2 )~ 1 , 

et connne E i 0 F i et i? 2 0 P 2 sont admissibles d’apres ce qui precede, on en 
deduit que E 0 F est integrable. 


Proposition 4.7.4. Soient X et Y deux varietes complexes et f : Y —> A" rme 
application holomorphe. Si L est un fibre en droites admissible (resp. integrable) 
sur X, alors f*(L) est admissible (resp. integrable) surY. 

Demonstration. C’est une consequence clirecte des definitions. 

Proposition 4.7.5. Soit L un fibre en droites hermitien integrable sur X; on 
a : 


ci(L) e C 0 m (A) c A^fiX). 


i,i/ 


Demonstration. C’est une consequence directe des definitions ( |4.3.3|) , ( [4.4.12| ) 


et ([TPl) . 


Theoreme 4.7.6. Supposons X projective. Soient L 1; ..., L p des fibres en droi- 

- * 

tes hermitiens integrables sur X et a G A log (X) un courant ferme; on a Vegalite 
des classes : 

[ci(Li) • ■ -Ci(Lp) • a] = Ci(Li) • •■c 1 {L p ) ■ [a], 

en cohomologie de de Rham des courants, ou Von a note [ci(Li) • ■ • ci(L p ) • a] 
et [a] les classes des courants c\{Lfi) ■ ■ ■ cfiLfi) ■a et a, et ou ci(Li),..., ci(L p ) 
designent les premieres classes de Chern des fibres Li,...,L q respectivement. 

Demonstration. Par polarisation, il suffit de demontrer le resultat pour (Li, ||.||i), 

..., ( L p , ||.|L) des fibres en droites admissibles. Soient ,..., 

V / nGN V / nGN 
des suites croissantes de metriques C°° positives sur Li,...,L p convergeant vers 

les metriques ||.||i,..., ||.|| p respectivement. On a : 

ci (Li, ||.||S n) ) • • - ci (L p , ||.||J, n) ) • a tend vers Ci(Li) • ■■c 1 (L p ) ■ a 
au sens de la topologie faible des courants, et done : 

[ci [Li, ||.||i n) ) • • - ci (L p , ||.||^ n) ) • a] tend vers [ci(Li) • • -ci(L p ) • a] 
pour la topologie naturclle sur H( ni (X). On deduit lc resultat de l’egalite : 

[Cl (il, ll'llS”’) ■ ■ ■ Cl (ip, II ■ Ilf) ■ (*] = c,{Li) ■ • • Ci(Lp ). [a] 
valablc pour tout n G N. 
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5. Groupes de Chow arithmetiques generalises 


5.1. Theorie classique de Gillet-Soule. 

On suit ici ( [|GS1|| et ||BGS|| , §2.1). Soit K un corps de nombre, Ok son anneau 
d’entier et S' = Spec(Cfft') lc schema associe. Pour tout plongement a : K — » C et 
pour tout schema X sur Spec K ou sur S, on note X a le schema sur C deduit de 
X par le changements de base Spec C — * Spec K. De meme, si f : X —> Y est un 
morphisme de schemas sur K , on note f a : X„ —> Y a le morphisme de schemas 
sur C induit par changement de base. 

Une variete arithmetique est par definition un schema tt : X —> S', plat, projec- 
tif, integre et regulier sur S. En particulicr la fibre generique X K = X x s Spec K 
est lisse. On note d = dim; N - X K . 

Pour toute variete arithmetique X et tout entier p positif, on note Z p (X) (resp. 
Z P (X )) le groupe des cycles sur X de dimension p (resp. codimension p). Pour 
un tel cycle Z, on note \Z\ C X le support de Z. 

On note X(C) les points complexes du schema X ; c’est la reunion disjointe 
Soit F, x \ X(C) —> X(C) 1’involution antiholomorphe provenant 
de 1’action de la conjugaison complexe sur les coordonnees des points complexes 
de A". On note A P,P (A" K ) (resp. D p,p (X K )) l’ensemble des formes reelles a G 
A P ’ P (X(C)) (resp. des courants reels a E D P ’ P (X(C))) tels que F^(a) = (— l) p a. 
On note A p ’ p (Ar) (resp. D p ’ p ( A R )) le quotient A P ’ P (X- S )/ (Im9 + Im<9) (resp. 
le quotient D p ’ p ( X R )/(Irn d + Im9)). On note egalement Z P ’ P (X VL ) = Ker{d : 

A e ) -»■ A 2p+1 (X(C))} C A^(A m ). 

Tout cycle irreductible Z E Z P (X) dehnit un courant 5z € D P;P (Ar) par 


integration sur l’ensemble de ses points complexes, 
irreductible, on pose : 


Si Z = Ylie! n iZi cm Z t est 


dz - 

iei 

Un courant de Green pour Z est un courant g E D p_1,p_1 (X R ) tel que dd c g + Sz 
est une forme C°°. 

Soit X une variete arithmetique. On note Z P (X) le groupe forme des couples 
de la forme {Z,g), ou Z E Z P (X) et g est un courant de Green pour Z, muni 
de la loi d’addition composante par composante. Soit R p (X) C Z P (X) le sous- 
groupe engendre par les paires de la forme (0, du + dv) et (div(/), — log |/| 2 ), 
ou / E k(Y)* est une fonction rationnclle non identiquement nulle sur un sous 
schema integre Y c X de codimension p— 1, et ou pour simplifier les notations on 
a ecrit — log \f\ 2 pour designer [— log |/| 2 ]y(c), le courant sur X(C) dont l’action 
sur les formes differenticlles est obtenue par restriction a la partie lisse de U(C) 
puis l’integration contre la fonction — log |/| 2 . 
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Le groupe de Chow arithmetique de codimension p de X est defini par : 

CH P (X) = Z P (X) / R P (X). 

On note i?g n (X)Q l’espace des Q-cycles de la forme q i div (./)), on g* G Q et 
fi G k(Yj)* est line fonction rationnelle non identiquement nnlle sur Yj un sous- 
schema integre de codimension p — 1 contenu dans une fibre fcrmee du morphisme 
7T : X —> S. On remarque que pour tout R G R T fi n (X)Q, la classe de (-R, 0) dans 
CH P (X)q est nulle. 

Une Ki-chaine de codimension p dans X est un element du groupe 
0 reY ( p _i) k(x)*, ou designe l’ensemble des sous-schemas fermes integres 

de codimension p — 1 dans X. Si / = X^e/L/Vj) ou f'U G X et fw t G k(Wi)*, 
est une K\ -chaine de codimension p, on pose : 

div/ = £div(/„,,) e Z"(X), 

iei 

— log I/1 2 = y> log \fwi\ 2 ]wj(C) e D P ~ 1,P ~ 1 (X K ), 

iei 

div / — (div /, — log |/| 2 ) G Z P (X); 

et on appelle support de / la fermeture de la reunion des W t . Si 3? = {Z i,..., Z n } 
est une famille de sous-schemas fermes integres de A", on dit que la K i-chaine 
/ = Yliei [fwi] et la famille 3? s’intersectent presque proprement si pour tout W t 
et tout Zj G les cycles div(Wj) et Zj s’intersectent proprement. 

On dispose de trois morphismes de groupes definis comme suit : 

C : CH P {X) — >CH p (X) 

[( Z,g )] —>[Z} t 


u : CH P (X ) 

[{Z,g)\ 1 — >dd c g + 5 z , 

et 

a : A*- 1 *- 1 ^) — >CH P (X) 

V 1 — + [( 0 , 7 ?)]. 

Ces morphismes donnent lieu a deux suites exactes : 

(5.7) CH P ’ P ~\X) CH P (X) -U CH P (X) —> 0, 

(5.8) CH P ’ P ~\X) H p ~ hp ~\X R ) CH P (X) 

^ CH p (X) © Z p ' p ( A r ) ^ H p ’ p (X r ) 


0, 
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oil CH P,P 1 {X) est un groupe dehni dans 
de Beilinson (cf. ||GS 1 


mologie de De Rham 

Tout morphisme de schemas / : A" 
morphisme de groupes : 


§8), ou p est —2 fois le regulateur 
, §3.3.5 et 3.5), on [.] est le morphisme “classe en coho- 
et ou cl est happlication cycle. 

Y entre varietes arithmetiques induit un 


f* : CH P (Y ) —> CH P (X). 


De plus, on dispose d’un produit : 

ch p ( x) m ch\x) —► ch p+ \x) q , 

—— . 

que l’on peut en fait dehnir a valeur dans CH (A") quand X est lisse sur S. 
Les morphismes ( et u definis ci-dessus sont des morphismes d’anneaux. On a 
egalement f*(x ■ y) = f*(x) ■ f*{y). 

Enhn la formule suivante est utile dans la pratique. Soient rj G A*(A B ) et 
x G CH (A"), on a : 


a(rj) ■ x = a(rjui(x)). 


Pour plus de details sur ces definitions et cette theorie, voir 


[CRT1 


5.2. Fibres en droites integrables sur une variete arithmetique. 

Soit 7T : A —> Spec Ok une variete arithmetique de dimension relative d et 

_ p p =P,P =PiP 

p un entier positif. On note A ’ (Ar) (resp. A (A’r), resp. A log (A R )) l’inter- 
section A P,P (X(C)) fl D p,p ( A K ) (resp. l’intersection R PP (A"(C)) fl D p ’ p ( A R ), resp. 
l’intersection A log (A(C)) 0 D p,p ( A®)). 


Un fibre en droites hermitiens sur X est un couple E = (E, ||.||) forme d’un fibre 
en droites E sur X et d’une metrique continue ||.|| sur E invariante sous Taction de 
Foq. Un tel fibre est dit admissible lorsque le fibre holomorphe hermitien (Eq, ||.||) 
est admissible au sens de ( |4.5.5| ). 

Un hbre en droites hermitien L est dit integrable si et seulement si il existe E\ 
et E 2 deux fibres en droites hermitiens admissibles sur X tels que : 


L — E\ 0 (^ 2 ) 


Remarque 5.2.1. Si L — (L, ||.||) est un hbre en droites hermitiens integrable 
sur A, alors le hbre holomorphe hermitien (L(C), ||.||) est integrable sur A(C) au 
sens de (|4.7.1|) . 


Exemple 5.2.2. 

1. Soit L = (L, ||.||) un hbre en droites hermitien sur X; si ||.|| est C°° sur 
A(C), alors L est integrable sur X. (Ecrire L ~ (L 0 H ) 0 (H )*, avec H 
ample muni d’une metrique C°° strictement positive sur A(C) et n 0). 
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2. Soit L un fibre en droites ample muni d’une metrique |.|| continue et posi¬ 
tive; le fibre hermitien (L, ||.||) est admissible sur A" d’apres (|4.6.1| ). 

3. Soient P(A) une variete torique projective lisse et un fibre en droites sur 
P(A) muni de sa metrique canonique; L^ est integrable sur P(A) d’apres 

(EZD- 


On appelle forme dijferentielle generalisee globale de type (p,p) tout element 
a G A^’^Ar) pouvant s’ecrire sur A(C) sous la forme : 

n 

® 'y ^ W*Cl ( l) • • • Cl( 

i=i 

oil pour tout 1 ^ i ^ n, Wj G A*(A R ) et Lj ;1 ,..., L i qi sont des fibres en 
droites integrables sur A". On note A g (A R ) C A ’ (A R ) l’ensemble des formes 
differenticlles generalisees globales de type (p, p) sur A". C’est une M-algebre. 

__p p ~ 

On note A g (Ar) l’image de A g (Ar) dans -D P ’ P (A" R ). On note egalement 
A g (X R ) = ® P ^’ P (A R ) et A g (A" R ) = ® p ^oA g (A R ). 


Remarque 5.2.3. L’espace A g (A" R ) est stable pour le produit defini au (|4.3.6|) . 
La structure d’algebre sur A (A(C)) induit done une structure d’algebre associa¬ 
tive commutative unifere et graduee sur A (Ar). 


Proposition 5.2.4. Si E est un fibre en droites integrable, alors ( E) 1 est integrable. 
Demonstration. C’est une consequence immediate des definitions. 

Proposition 5.2.5. Soient E et F deux fibres en droites admissibles (resp. integrables) 
leur produit tensoriel E ® F est admissible (resp. integrable). 

Demonstration. On suppose tout d’abord que E = ( E , ||.|| E ) et F — (F, ||.|| F ) 
sont admissibles. Le fibre holomorphe hermitien ((E ® F)( C), ||.||e ® ||-||f) est 
admissible sur A(C) d’apres ( |4.7.3| ), et done E ® F est admissible. 

On suppose maintenant que E et F sont integrables. On peut done trouver 
Ei, E 2 , F i et F 2 des fibres admissibles sur X tels que E ~ E x ® (A 2 ) _1 et 
F ~ Fi ® (F 2 )~ l ; et done E ® F ~ (Ei ® Ffi) ® ( E 2 ® F 2 )~ x , et comme E x ® F ± 
et E 2 ® F 2 sont admissibles d’apres ce qui precede, on en deduit que E ® F est 
integrable. 

Les deux propositions precedentes nous autorisent a poser la definition suiv- 
ante : 

Definition 5.2.6. Soit A une variete arithmetique. On note Pici nt (A") le groupe 
forme des classes d’isomorphie isometrique des fibres hermitiens integrables sur 
A, et dont la structure de groupe est donnee par le produit tensoriel. 
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Proposition 5.2.7. Soient X et Y deux varietes arithmetiques et f : Y —> X 
un morphisme. Si L est un fibre en droites admissible (resp. integrable) sur X , 
alors f*(L) est admissible (resp. integrable) surY. 

L’application f* : L i—> f*(L) definit un morphisme de groupes : 

r ; Pic int (X) — Pic int (F). 


Demonstration. C’est une consequence directe de ( |4.7.4|) et des definitions. 


5.3. Groupes de Chow arithmetiques generalises. 

Pour tout entier p ^ 0, on pose Z| en (A") = Z P (X) © £) p-1,p-1 (A R ) ; du fait de 
l’inclusion R P (X ) C Z p en (X), on peut definir le groupe quotient : 

CH r (X) = % n (A')/ BP(X). 

On a immediatement I’inclusion Cif (X) C Cif (X). On dispose des morphismes 
suivants : 

C : CH\X) — >CH P (X) 

[( Z,g )] —►[Z], 


CU : CH P (X) ^D p ’ p (X R ) 
[{Z,g)] ' — >dd c g + 5 z , 

et 

—-p 

a : A (X R ) —>CH ( X ) 

V ' —♦[(0,77)], 


dont les restrictions a CH (A") et A p 1,p 1 
ceux definis au (|Q| ). 


(A" r ) respectivement coincident avec 


Definition 5.3.1. Soit L = (L, ||.||) un fibre en droites hermitien integrable sur 
A". On appellc premiere classe de Chern arithmetique de L et on note c\(L) la 

classe dans CH (X) de : 

divs := (divs, — log ||s|| 2 ), 

oil s est une section rationnelle non nulle de L au-dessus de X. 


Remarque 5.3.2. La classe ci(L) est bien definie et ne depend pas du choix de 
s. En effet, si s' est une section rationnelle de L au-dessus de X, il existe / une 
fonction rationnelle sur X telle que s' = / ■ s, et Lon a : 

div s 1 — (/, — log |/| 2 ) + div s. 
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Proposition 5.3.3. Soit L = (L, ||.||) un fibre en droites integrable sur X, 
a : 


O fc.fL)) = ci(L) g ^(x^nCo 1 - 1 ^) 
et C(ci(I)) = cfL) G CH\X). 


on 


Demonstration. La premiere egalite est une consequence directe de la formule 
de Poincare-Lelong generalisee ( 4.5.3|) ; la seconde egalite resulte immediatement 
des definitions. 


Soient p et q deux entiers positifs (eventuellcment nuls), et soient Z G Z P (X) 
un cycle de codimension p, g G _D p_1,p ~ 1 (A]r) un courant de Green pour Z et L\ = 
(Li, ||.||i),..., L q = ( L q , ||.|| g ) des fibres en droites admissibles sur X. On choisit 
Si,..., s q des sections rationncllcs non identiquement nulles sur X de Li, ..., L q 
respectivement, tellcs que les cycles Y 0 = Z, Y\ = divsi,..., Y q = divs g soient 
d’intersection propre (i.e. tels que codim(l^ 1 D ■ ■ • fl Y 3rn ) ^ codirn Y 3i pour 

tout choix d’indices j i < • • • < j m dans {0,..., q}). On pose Co = dd c g + Sz- 

=1,1 

Pour tout 1 ^ i ^ q, on note egalement Si = 5div Si £ A (Ar), gi = — log ||sj|p 

et ooi = Ci(Li) G A ’ (Am). On definit a partir de ces donnees un element de 
DP+q- 1 ,P+ 9-1 (_^ K ) q Ue i' Qn notera {g * (iq, si) * ■ ■ ■ * (, g q , s q )}, par l’egalite : 


{9 * (^l; ■Sl) * " ' ‘ * (dqi 9 ' ^divsin---ndivs g ~\~ g\ ' C 0 S 2 . . . S q ~\~ . . . 

+ gi ■ CouJi... uii-iSi+i... S q + • • ■ + g q ~\ ■ Our ... uj q -2S q + g q ■ uxo\... oo q -\. 

On remarque que cette expression a bien un sens; en effet le premier terme 
9 • ^divsin-ndivs, est bien defini (cf. ||GS1|| , 2.1.3.2), et les autres lc sont grace a la 
proposition (|4.5.6|). 


Proposition 5.3.4. Soient 


|W 


n£N 


|0) 

\q 


des suites croissantes 


n£ N 


de metriques positives C°° sur L i,..., L q convergeant vers ||.||i 

2 


| q respec- 
2 


tivement. Si Von note g^ = — log Q|si ||, • • • ,g q ^ = — log j , alors 

{g*(gi‘\ si)*- • -*(g q n \ s g )} tend vers {g*(gi, si)*- • -*(g q , s 9 )} dans D p+q ~ 1 ’ p+q ~ 1 (X R ), 
au sens de la topologie faible, quand n tend vers +oo. 

Demonstration. C’est une consequence directe de (|4 .2. 9|) . 


Proposition 5.3.5. Supposons que, pour un certain k G {1,..., q}, les metriques 
||.||i,..., ||.||fc soient C°° sur A(C). Les courants gi,... ,gk sont alors des courants 
de Green pour les cycles div si, ..., div Sk et on peut former le produit : 

(g * gi * ■ ■ ■ * 9k) g * (gi * (<72 * (■ ■ • * (9k) ■■■))), 
pris au sens de Gillet-Soule (cf. [|GS1|| , $2.1), qui est un courant de Green pour 
le cycle intersection Y 0 fl Y± 0 • • • 0 Y q . On a alors Vegalite dans D p+q ~ 1,p+q ~ 1 (X R ) 

{(g * 9i* ■ ■ ■ * 9k) * (gk+ 1, s/c+i) * • ■ ■ * (g q , s,)} = {g * (gi, «i) * ■ • • * (g q , s,)}. 
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Demonstration. On montre tout d’abord lc resultat quand k = q. Pour tout 

I ^ z ^ g, le produit g t * ■ ■ ■ * g q est un courant de Green pour div S; fl • • • 0 div s q 
et on a a;(divsjn- • -ndivsg, g % * ■ ■ -*g q ) — uj 1 . . ,u q . On a dans D P+<?_1 ’ P+,3_1 (X R ) : 

g * gi * ■ ■ ■ * g q = g * (gi * (■ ■ ■ * (g q -1 * g q ) ■ ■ ■)) 

g ' ^divsin - ndivsg "P 0((yq *('■'* 1 * ^g) • • • )) 

g ' ^div sin-'-Ddiv 

+w(^ r 5div, 2 n-ndiv S q "P ^102 ' ^divS3n --ndivSq "P ’ ’ ’ "P ^1 • • • ^q—l9q)- 

II suffit alors de prouver que pour tout 1 ^ i ^ (? — 1), on a dans D q ~ l,q ~' l ( A" R ) 
l’egalite : 


(5.9) gi ■ ... 5 q gi 5divsi+in---ndivsq) 

oil le premier produit est pris au sens de ( |4.3.7|) et le second au sens de Gillet- 
Soule (cf. ||GS1]| , 2.1.3.2). Le probleme etant local, on peut supposer que le diviseur 
divs* est effectif. D’apres ( ||L)c3|| , prop. 3.4.12), on a : 

. . . 5 q ^div Si+iH-.-ndiv Sq - 

Pour tout tel, on pose gf = max(.g ? ;, t). Pour tout t e K. fixe, la fonction 
x l— ^ 9i ( x ) est plurisousharmonique et bornee sur X (C); on a done : 

(t) e e _ (t) e 

9i ‘ ®i +1 • * * Oq 9i ’ ^divsi+in---ndivs 9 ' 

D’apres ( |4.2.9| ), le courant gf* ■ 5 i+ i... 5 q tend vers g % ■ 5 i+ i... 6 q au sens de la 
topologie faible quand t tend vers — oo. 

Pour finir de montrer (|5.9D , il suffit de prouver que gf* ■ 5divs i+ in-..ndivsq tend 
faiblement vers gi ■ <5divs i+ irt-ndivs, quand t tend vers — oo. Pour cela ecrivons : 

(div Sj+i)c O • • • 0 (div s q )c = ^ n k C k , 


ou les Ck sont les composantes irreductibles de (divsj + i)c O • ■ ■ O (divs g )c- 
Nous devons verifier que pour chaque k, le courant gf -5c k tend faiblement vers 
9i • &c k , ou le produit g l ■ 5c k est defini comme dans Gillet-Soule ( 

Soit 7r : Cfc —> Ck une resolution des singularites de Ck- Par definition, on a : 


GST |, §2.1.3.2). 


$c k — n * 1 ) 

et done : 

9i * °c k = ir*{n g\ J ), 

car Sc k est un courant d’ordre 0 et gf est bornee. On a par ailleurs (cf. ||GS1|| , 
§2.1.3.2) : 


9i ■ $c k = gi). 

Enfin 7 t* gi est plurisousharmonique et n* gf = max(7 t* g i: t) converge faiblement 
vers 7r* g % quand t tend vers — oo, d’ou le resultat par continuity faible de 7r*. 
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|0) \ 
lfc+1 J 


neN 


|M 

\q 


neN 


On s’interesse maintenant au cas general : Soient 
des suites croissantes de metriques positives C°° convergent uniformement sur 
A(C) vers ||.||a:+i, ..., ||.|| 9 respectivement. On note, pour tout n G N, , 9^ 


les courants — log 


i n( n ) 

l s fe+i||fe+i 


,-log 


_ ||H 
MU'? 


. D’apres ce qui precede, on 


a dans D p+q 1,p+q 1 (A" R ) les egalites : 

{(9 * 9i * ■ ■ ■ * 9k) * {9klv s k) * • • • * ( 9q n \ *«?)} 

= (g * 91 * ■ ■ ■ 9k) * 9ki l * • • • * 9q n) 

(n) (n) 

= 9 * 9i* ■■ - 9k* 9 y k +i * ■■■9q ’ 

= {g* { 91 , Si) * ■ ■ ■ * {9k, Sk) * {g { kl 1 , Sk+i) *■■■* {g { q \ s <?)}- 


Coniine X(C) est projective, les sous-espaces Im<9 et Im<9 sont fermes (puisque 
les morphismes d et d sont continues et que leurs groupes de cohomologie sont 
de dimension finie). On en deduit que D p+q ~ 1,p+q ~ 1 (X^), muni de la topologie 
quotient de la topologie faible sur D p+q ~ 1 ’ p+q ~ 1 (X^), est separe. 

Pour etablir l’egalite recherchee : 


{(g*gi*---* 9 k)* (gk+i, Sk+ 1) * • • ■ * (g q , s g )] = [g* (gi, si) * ■ ■ ■ * (g g , s g )}, 

dans _D p+9-1,p+9-1 (Ar), il suffit d’observer que d’apres la proposition ( |5.3.4|) on 
a, pour cette topologie, les limites : 


lim {(g*gi*---*g k )* (gi%, s k+1 ) *■■■* s 9 )} 

n^+o o 

= {(g * 91 * ■ ■ ■ * 9 k) * (g k + 1, S k+ 1) * • • ■ * (g q , Sg)} 


et 


lim {g*(g i,si) * ■ ■ ■ * {g k , s k ) * (^" ) 1 , s k+1 ) *■■■* (g { q \ s 9 )} 

n—>-+00 

= {g* (gi,si) *■■■* (g q ,s q )}. 


On en deduit aussitot la proposition suivante : 

Proposition 5.3.6. La classe du courant {g * (gi, si) * ■ ■ ■ * ( g q , s g )} dans 
D p+q ~ i,p+q - 1 (X m ) est independante de I’ordre des Li,... , L q . 

Demonstration. Soit a une permutation de {1,..., q}. Reprenant les notations 
de la proposition ( |5.3.4|) , on sait que : 


<5n := {9 * (.9 J n) , si) * ■ ■ ■ * {g { q \ s 9 )} 


~{g* (gl n ( 1), Mi)) * ■ ■ • * (si * G ( Im5 + lmd ) ■ 

De plus, 5 n tend vers {g * (#i,si) * ••• * (g q ,s q )} - {g * (^(i), ^(i)) * • ■ ■ * 
( g a ( q ), So-(g))} au sens de la topologie faible quand n tend vers +oo d’apres (|5.3.4|) . 
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La proposition decoule alors immediatement du fait que Im d + Im d est ferine 
dans D p+q ~ 1,p+q ~ 1 (X r) puisque A(C) est projective. 

On definit un element de CH P ? (X) qne Ton note provisoirement 
[(Z,g) ■ Ci(Li,si) • ■■ci(L q ,s q )] par l’egalite : 

(5.10) [(Z, g) • ci(Li, s x ) ci(L q , s,)] 

= [(Z • div Si • • • div s q , {g * (g u s x ) * • •• * (g q , s g )})]. 


Proposition 5.3.7. La classe de [(Z, g)-£i(Li, sfi ■■■ cfiL qi s q )} dansCH P 9 (X) 
ne depend que de la classe de (Z,g) dans CH (. X ) et des classes d’isomorphie 
isometrique des fibres admissibles A x , ..., L q ; elle ne depend pas de Vordre des 
fibres A x , ...,L q . 

Demonstration. Le fait qne la classe de [(Z, g)-c 1 (L 1 , s i) • • • ci(L q , s 9 )] ne depende 
pas de l’ordre des fibres L\,... ,L q est nne simple consequence de ( |5.3.6|) . 

On s’interesse maintenant a la premiere partie de l’enonce. 11 sufl&t, pour prou- 
ver le resultat recherche, de montrer que pour toute section sj de L x au-dessus 
de X et tout representant ( Z',g') de [(Z, g)\ dans CH (A") tels que les cycles 
Z' , div si,..., div s q et les cycles Z\ div sj, div S 2 ,, div s q soient d’intersection 
propre, on a l’egalite : 

[{Z\g') -ci(Li,sj) ■c 1 (L 2 ,s 2 )---c 1 (L q ,s q )\ = [( Z,g) ■ di(L u s x ) • • • cfiL q , s,)]. 

On choisit (||.||["M ,...,(||.||g"M , g-suites croissantes de metriques posi- 

tives C°° sur L\,..., L q convergeant uniformement sur X(C) vers ||.||i, ..., ||.|| 9 
respectivement. On note fi la fonction rationnelle sur A" telle que sj = fi ■ S\. 
On note egalement g\ = — log ||f et pour tout 1 ^ i ^ q et tout n G N, 



On deduit de l’egalite [Z'] = £(Z', g') = ((Z, g) = [Z\ qu’il existe une Ad-chaine 
/ telle que : 

(5.11) Z' — Z -\- div /. 

D’apres le lennne de deplacement pour les Ad-chaines, (cf. [|GS1|| , §4.2.6), on peut 
de plus supposer que / rencontre div s\,..., div s q presque proprement sur X K . 
Notons : 

Y = Z' ■ div s( • div s 2 ■ ■ ■ div s q — Z ■ div s x ■ • ■ div s q . 

11 vient : 

Y — Z' ■ (div s( — div s x ) ■ div s 2 ■ ■ ■ div s q + [Z* — Z) ■ div s x • • • div s q 
= div fi ■ Z' ■ div s 2 ■ ■ ■ div s q + div / ■ div s x • • ■ div s q , 
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ce que, d’apres ( ||GS1|| , §4.2.5) on peut recrire : 

(5.12) Y = div(/i • ( Z' ■ divs 2 • • ■ divs g )) + div(/ ■ (div Si • • ■ div s q )) + R, 

ou fi ■ ( Z' ■ div s 2 ■ ■ ■ div s q ) (resp. / ■ (divsi ■ ■ • divs g )) designe une Ad-chaine 
representant l’intersection de la Ad-chaine fi et du cycle Z'-divs 2 • • ■ divs,j (resp. 
de la Ad-chaine / et du cycle div si • • ■ div s q ) et ou R G R^^X). Posons : 

$ = W * (g[, si) * (92, s 2 ) * ■ ■ ■ * (g q , s q )} -{g* (g u si) * ■ ■ ■ * (, g q , s q )}, 
et pour tout n G N, 

K = {g' * (g'i n \ si) * (gf\ s 2 ) * ■ ■ ■ * (g ( q \ s 9 )} - {g * (g[ n \ si) * • •• * (g^ n \ s,)}. 
D’apres la proposition (|5.3.5|) , il vient : 

r / / (n) (n) ( n ) (n) ( n ) 

$n = g *g i *g 2 *---*g q ~9*g\ *---*g q 

( / tin) (n)\ (n) ( n ) 

= (g *9i -g*g\ )*g 2 *---*g q ■ 

Par aillcurs, on tire de l’egalite [(Z',g')\ = [(Z,g)\ et de la relation ( [5.1 ip qu’il 
existe des courants u et v tels que : 

(Z', g') = (Z, g) + div / + (0, du + dv), 

ce dont on deduit que : 

9 = 9 + (-log |/| 2 ), 

dans -D p-1,p-1 (Ar). Ceci combine a la relation : 

g'i n) =9i l) + (— log l/i| 2 ). 


et a ( |GS1|| , §4.2.5.1) montre que : 

g' *g'i n) -g* g[ n) = g * ( g[ {n) - g i n) ) + (g' - g) * g i n) 

= (- log I/ll 2 ) *g' + (- log |/| 2 ) * g^ ] 

= (-log |/i| 2 ) /\5 Z > + (-log |/| 2 ) A div si 
= (— log l/i ' Z'\ 2 ) + (— log |/ ■ divS]^) 2 ); 

et done que : 

5 n = ((- log | /i ■ Zf) + (- log |/ ■ div si | 2 ) * g { 2 ] * ■ ■ ■ * g^ n) 

= ( log |/1 • Z' ■ divs 2 ■ ■ -divsgl 2 ) + (-log |/ ■ divsi • ■ -divs 9 | 2 ), 


dans D p+q 1 ’ p+q 1 (X K ). Comme 5 = lim„ ^+oo ° n a de meme : 

(5.13) 5 = (— log \fi ■ Z' ■ divs 2 • • ■ divs/ 2 ) + (— log |/ ■ div s\ ■ ■ ■ divs 9 | 2 ). 
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Finalement, on deduit de la definition ( |5 .1 0|) et des relations ( ^3 .1 2|) et (|5.13|) que : 


l(Z', 9') ' ci _(L\, Si) • Ci(L 2 , s 2 ) • •' ci (L q , s ? )] — [(Z,g) ■ ci(L 1 , sfi) ■ ■ ■ Ci(L g , s q )} 
= [(Y, 8)} = [div(/ 1 -Z / -divs 2 • • ■ divs g )] + [div(/-divsi • • ■ divs g )] + [(i2, 0)] = 0. 


La proposition precedente nous autorise a noter desormais [(Z, ■ ■ ■ ci(L q ) 

la classe [(Z,g) • c^LpSi) • ■ ■ ci(L q , s q )]. 

Proposition 5.3.8. Soient a G CH P (X) et L 0 , Li,..., L q des fibres en droites 

-—>— p~\~q 

admissibles sur X. Pour tout 1 ^ i ^ q, on a dans CH (A") la relation : 

a • Ci(Li) ■ ■ ■ci(L i _ 1 )ci(L i ® L 0 )ci(L;+i) • ■■c 1 (L q ) 

— a ■ ci (Li) • ■ • Ci{L q ) + a ■ Ci{Lfi) ■ ■ ■ c 1 (Lj_ 1 )ci(L 0 )ci(Lj +1 ) ■ • • ci(L q ). 

Demonstration. D’apres (|5.3.7|) , il suffit de demontrer le cas % — 1. Soit {Z,g) 
un representant de la classe a G CH (A"). Soient egalement si,...,s q des sec¬ 
tions rationnclles au-dessus de X de Li,...,L q respectivement, telles que Z, 
div si,..., div s q s’intersectent proprement; et So une section rationnclle de L 0 
au-dessus de X telle que Z, clivso, div s 2 ,..., div s q s’intersectent proprement. 
Pour tout 0 ^ i ^ q, on note Si = <5div Si , 9i = ~ log ||si||f et u>i = c\ (L,). On note 
egalement u = a j(Z,g). On a : 

[9 * (90 A 9li So A Si) * ( 9%i S 2 ) * ' ' ' * (5 Sq)] 9 ' ^(divsoUdivsi)ndivS 2 n---ndivs 9 

+ &(go A gfi) ■ S 2 ... S q A O(u;o A aji)g 2 • S 3 ... 8 q A • • • A u)(u >0 A oji)uj 2 ... uj q -\g q 
= [ 9 * ( 9i , si) * • • • * (g k , s fc )] A [g* ( g 0 , s 0 ) * {g 2 , s 2 ) * ■ ■ ■ * (. g q , s 9 )], 

et comme : 

Z ■ (div s 0 A div Si) • div s 2 • ■ ■ div s q = Z ■ div Si • div s 2 • ■ • div s q 

+ Z ■ div s 0 ■ div s 2 • • ■ div s q 

dans Z p+q ( A), on a bien le resultat cherche. 

Plus generalement, soient a G CH P (X ) et Li,...,L q des fibres en droites 
integrables sur X. On choisit E 1: ... ,E q et Fi, ... ,F q des fibres en droites ad¬ 
missibles sur A" tels que pour tout 1 ^ i ^ q, on ait : Li = Ei® [Ffij 

Proposition-definition 5.3.9. La classe dans CH P 1 (A) donnee par : 

y n a ‘(E) 

S U S 2 ieSi j£S 2 

SiUS2={l,...,q} 
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ne depend que de la classe a G CH (A") et des classes d’isomorphie isometrique 
des fibres L\, ..., L q . On note a-cfiLfi ■ ■ ■ cfiLfi cette classe. Si les fibres L 1; ..., L, 
sont admissibles, cet element coincide avec celui defini en \5.1(\ ). 

Demonstration. C’est une consequence directe de la proposition (|5.3.8|) et du 
fait que toute application g-lineaire p : A x ■ — x A —> B, oil A est un semi-groupe 

q fois 

abelien et B un groupe abclicn, s’etend de maniere unique en une application q- 
lineaire p s : A s x ■ ■ ■ x A s —> B, oil A s est lc groupe symetrise de A. 

v -V-' 

q fois 

Diverses proprietes de cette construction sont rassemblees dans le theoreme 
suivant : 

Theoreme 5.3.10. Soient a un element de CH P (X) et L\,..., L q des fibres en 
droites integrables sur X. On a les proprietes suivantes : 


1. La classe a ■ cfiLfi ■ ■ -cfiLfi) ne depend pas de I’ordre de L 1; 


i * 


2. L’application qui a a E CH (A") et ..., L q des fibres en droites hermi- 
tiens integrables sur X associe a ■ cfiLfi ■ ■ -cfiLq), definit une application 
multilineaire : 


CH (A) x Pic in t(AT) x • • • x Pic int (A) 


CH P+ \X). 


3. Si les metriques des fibres Li,...,L k pour 1 ^ k ^ q fixe, sont C°° sur 
A(C), alors on a : 

a ■ Ci(Li) • --cfiLg) = ( a ■ cfiLfi ■ ■ ■ ci(L k )) ■ cfiL k+1 ) ■ ■■c 1 (L q ), 

ou le produit (a ■ ci(Li) • • ■ Ci{L k )) G CH P (A") dans le second membre est 
pris au sens de Gillet-Soule. (Voir th. 4-2.3). En particulier si les 

metriques sur Li,... ,L q sont C°°, le produit a ■ cfiLi) ■ ■ ■ cfiLfi defini par 
la proposition ( 15. 3. t\ ) coincide avec celui defini par Gillet-Soule. 

4. Soit 1 = [(A,0)] G CH\ A). On a : 

1 • Ci(Li) = Ci(Li). 

5. On a les relations : 

uj(a ■ cfiLfi ■ • • cfiLfi) 


T \ ^ -rP+g>P+<? 


— uj(a) ■ cfiLfi ■ ■ ■ cfiLfi G A 


(A'«) n cr" + «(A R ) 


et 


C(o • cfiLfi • • • cfiLfi) = C (a) • cfiLfi • • • cfiLfi G CH p+q (X). 
6. Enfin, si a = (0, ip), avec p G A P-1 ’ P-1 (A ]R ) 7 alors : 
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Demonstration. 


1. Cela decoule de la proposition (|5.3.7| ) et de la definition donnee a la propo¬ 
sition ( |5.3.9| ). 

2. Cela decoule des propositions (|5.3.8| ) et (|5.3.9| ). 

3. On se ramene grace au (2) au cas oil Li,... ,L q sont des fibres en droites 
admissibles, on applique alors ( |5.3.5|) . 

4. II suffit de le faire pour L\ admissible et c’est alors evident. 

5. D’apres lc (2), il suffit de demontrer les relations pour fii,..., L q admissibles. 

L’egalite £(a-ci(fii) • • • ci(fi 9 )) = ((a)-ci(Li) • • • ci(fig) est une consequence 
immediate de la definition (|5.1(J|) . 


Soient (||.|| 


|W 






n£N 


des suites croissantes de metriques 


(5.14) 


positives C°° convergeant uniformement sur X(C) vers ||.||i, 
tivement. D’apres le (3) et ( ||GS1|| , th. 4.2.9), on a : 

a;(a • ci(Li, ||.||i n) ) • • -ci(L q , 


lS n) )) 


= u;(a) ■ ci(Li, ll-lli'’) • ■•c 1 (L q , 


respec- 


|W) 

\q >■ 


Soient (Z,g) un representant de la classe a G CH P {X) et si,...,s q des 
sections rationnclles non identiquement nulles sur X de Li,.. . ,L q respec- 
tivement, telles que les cycles Z, divsi,..., div s q s’intersectent proprement. 
Pour tout 1 ^ i ^ q, on note gi = — log ||sj||? et pour tout 1 ^ i ^ q et tout 

n G N, on note g^"' = — log . On a, pour tout n G N, l’egalite de 

courants : 


w(a.a 1 (i 1 ,||.||S” ) )-.-a 1 (L„||.||<” ) )) = 

Af({s * (si"’, »i) » • • • » (sS n) , «,)}) + ^.Zndiv s i n • • • Ddiv .s g • 

Comme {g * (, g[ n \ Si) * • ■ • * (gj n \ g g )} tend vers {g * (g x , Si) * • • ■ * (g q , s q )} 
quand n tend vers +cx) d’apres ( |5.3.4j) , on deduit de la continuity faible de 
l’operateur dd c et de la relation : 


Ctl(ci • Ci(Li, ||. 111) • ‘ ' Cl (fig, || • || g) ) 

dd c ({g * {g u si) * ■ ■ ■ * {g q , s,)}) + ^Zfldiv siPl-'-Ddiv s q i 

que la forme differentielle u;(a • Ci(fii, ||.||i"' ) ) • • -Ci(fi g , ||.||g"' ) )) tend vers 
a;(a • ci(fii, ||.||i) • • -Ci(fi g , 11• 11g)) au sens de la convergence faible quand n 
tend vers +oo. Enfin, d’apres ( |4.2.9| ), on a : 

lim a;(a) • Ci(fii, ||-1|i' 0 ) ■ ■ -Ci(fig, ||.||J n) ) = a;(a) • Cj(fii) • • -Ci(fi,), 
n—>+oo H 

ce qui joint a la relation (|5.14 ) perrnet de conclure. 
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6. D’apres le (2), il suffit de demontrer l’egalite recherchee pour L\,..., L q 
des fibres en droites admissibles sur A". On reprend ici les notations de la 
demonstration dn (5). En utilisant la definition ( |5.10| ), on obtient la relation : 

(5.15) [(0, p)\ ■ Ci(Li) • • • ci(EJ = [(0, {p * (g u Sl ) * ■ ■ ■ * (g q , Sg)})]. 

D’apres la proposition Q5.3.5D et la theorie developpee dans ||GS1| , on a 
l’egalite suivante, valable pour tout ngN: 

w * ( 9 { r\ si) * ■ ■ ■ * (4 n) , sg)i = p * (g[ n) *(■■■* (4-i * 4 n) ) • ■ •)) 

= (■ ••((> *4'°)* 4 n) ) *•••)* 4 n) - 

Par ailleurs, on sait d’apres ( [|GS1|| , §2.2.9) que pour toute forme differentielle 
p' G A*(A" r ) et tout 1 ^ i ^ q : 

/ (n) (n) / / /r II ll( n )\ 

<P *9i =9i *<P =<P ■ ci(Li, ||.||) ')• 


On deduit alors par recurrence de ce qui precede la relation : 


{p * (. g[ n \ si) * • ■ • * (cfi nj , Sg)} = p ■ d(L u ||.||H ’ ■ -ci(Lg, ||.||^ J ) 




Ob 


|W^ 

l<7 


dans D p+q 1,p+q 1 (A' R ). 

En remarquant que d’une part, {p * (4"\ «i) * • •• * (4™\ s <?)} tend vers 
{p * (gi,si) * • • • * (g q ,s q )} au sens de la convergence faible des courants 
quand n tend vers +cx) d’apres (|5.3.4| ), et que d’autre part : 

|S"’) - • -Ci(Z,„ 


lim p ■ Ci(Li, 

n —>+oo 


\t h - 


) =VCi(L 1 )---c 1 (L„), 


egalement au sens de la topologie faible des courants, on conclut de ce qui 
precede que : 

{P * (01, Sl) * • • • * (0g, Sg)} = P ■ Cl (El) • • • Cl(Eg) 

dans D p+q - l)P+q ~ l ( A R ), ce qui joint a la relation (|5.15|) prouve le resultat 
enonce. 


Definition 5.3.11. Soit p un entier positif. On appelle groupe de Chow arithmetique 
generalise de codimension p et on note CH int (X) le Z sous-module de CH (A") 
engendre par les elements de la forme a ■ Ci(Ei) • • -Ci(Eg), ou a G CH P ? (A") et 
ou Ei,..., Eg sont des fibres en droites integrables sur A. On convient de noter 

ChU X) = ® pi 0 CHUx). 

Remarque 5.3.12. Le groupe CH P nt (X) contient CH P (X). 

Remarque 5.3.13. Soit L un fibre integrable sur X ; la premiere classe de Chern 
ci(E) de E appartient a CH int (X). 
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Proposition 5.3.14. L ’ application qui a tout fibre en droites hermitien integrable 

L associe sa classe de Chern cfiL) G CH int (X), definit un isomorphisme de 
groupes : 

O : Pic int (X) — CHl t (X). 

Demonstration. II decoule des definitions que ci(-) est bien definie, surjective, 
et preserve la structure de groupe. II nous reste a montrer que ci(-) est injective. 
Soit L = (L, ||.||) G Pic int (X) tel que cfiL) = 0. Comme cfiL) = £(ci(L)) = 0, le 
fibre L est isomorphe au fibre trivial; on note s une section constante non nullc 
de L au-dessus de X. La relation : 

ci(L) = [divs] = [(0, — log ||s|| 2 )] = 0, 

jointe au fait que lc groupe CH 1)0 {X) est toujours trivial, entrainent que ||s|| = 1 
identiquement sur X(C), ce qui nous perrnet de conclure. 

Soient a G AT _1 ’ r_1 (XiR) et L \,..., L q des fibres en droites integrables sur A", 
avec q et r deux entiers positifs tels que q + r = p. D’apres le theoreme (|5.3.1C|) , 
on a : 

[(0 ■ ■ - Cl (I 9 ))] = [(0,a)] • cfiLfi ■ ■■c 1 (L q ) G CH- nt (X). 

On en deduit que a ^Ag 1,p * (Xr) j c CH^ nt (X ). On dispose done du morphisme 
de groupes : 

a : ^''(Am) ~^CH P mt (X) 

P '—-[(0,/?)]- 

D’apres le theoreme ( |5.3.1C|) , on obtient par restriction a CH^ nt ( A) des mor- 
phismes ( et u, les morphismes de groupes suivants : 

c : CHl t (A) >CH P (X) 

[(Z, g)] —►Z, 

et 

w : ChL(X) —^(X*) 

l(Z,g)} i— *w(Z,g) = dd c g + 5 Z . 


Proposition 5.3.15. Soit a G CH^ at (X) et choisissons (Z,g) un representant 
de a dans CH P mt (A). II existe gz G _D P_1 ’ P_1 (X K ) un courant de Green pour Z et 
ip G C , 1 Q g 1 0 ’ p_1 (A"] R ) tels que Von ait : 

9 = 9z + ( P dans D p ~ hp ~ 1 ( X R ). 
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Demonstration. Par linearite, il suffit de demontrer le resultat pour a = /3 ■ 

ci(Li) ■■■c 1 (L,) J ou f3 G C^ P ~ 9 (X) et L, = (Z,i, ||.HO,...,X, = (L„||.||g) sont 
des fibres admissibles sur A". 

Soient ( Z',g') un representant de la classe /3 et si,...,s q des sections ra- 
tionnelles non identiquement nullcs sur X de Lx ,..., L q respectivement telles que 
Z'. div Si,..., div .s q s’inter sectent proprement. Soient egalement ||.||i°\ ..., ||.||g°' ) 
des metriques positives C°° sur Lx,... ,L q respectivement. 

On pose Co' = dd c g' + 8z>- Pour tout 1 ^ i ^ q, on note egalement Si = 5di VSi , 

9 i = — log ll-SiHf, c Oi = ci(Lf), gf ] = - log(||s*||J 0) ) 2 et a;J 0) = Ci(L i; H-H®). 

En appliquant les definitions, il vient : 


y * ( 01 , «i) * ■ ■ ■ * (g q ,s q )} - W * (gi,si) * ■ ■ ■ * (g q -x, s q - 1 ) * (gf\ s g )} 

iq — g q 

= - log 


= (g q - g? ) )u'wi---w q -i 



00 00 1 


<*vi e 


Or, d’apres la proposition (|5.3.5| ), on a : 

W * (0i, Sx)*---* (g q - 1 , s q -x) * (4 0) , Sg)} 


= i(g' * gq 0) ) * (gi, si) * ■ ■ ■ * (g q - 1, 

iP ~!.? 
Tog,0 

W * (0i, Si) * • • • * (g q , Sg)} = g' * 4 0) * ■ • ■ * 01° )} + P, 


dans D p 1,p 1 (X R ). En iterant q fois ce procede, on trouve tp G Cf og . \f X (A") tel 
que : 


dans D p 1,p 1 (X R ). Il suffit alors de remarquer que gz = g' * 0q°' ) * ■ • ■ * g i° est 
un courant de Green pour Z' ■ divsi • ■ ■ div s q et la proposition est demontree. 

la proposition (|5.3.15|) justifie la definition suivante : 

Definition 5.3.16. Soit p un entier positif. On note CH P gen (X) le Z sous-module 
de CH P (X) engendre par les elements de CH P (X) et ceux de la forme a(p) avec 
P e Cgr'^X*). On convient de noter CH {X) = ® > 0 Cdf (A). 


Remarque 5.3.17. D’apres la proposition (|5.3.15|) on a CH int (X) C CH (X) 


Remarque 5.3.18. On dispose du morphisme de groupes : 
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5.4. L’accouplement CH- nt (X) 0 CH- nt (X) -> 

Soit 7T : X —> S — Spec Ok une variete arithmetique de dimension de Krnll 
d + 1. 


On definit dans cette section un accouplement CH P int (X) 0 CH\ nt (X) —> 

CH\X) Gif +9 (X) Q defini 


———p 

CH int (X)q qni etend l’accouplement CH (X) 


par Gillet-Soule (voir ||GS1||, 

—~p 


1(4.2; on peut egalement consnlter [|BGS||, §2.2). 


Soient x G CH int (X ) et y G C74 int (A"). On peut ecrire x et y sous la forme : 


n 

X = ^ a* • Ci(^,i) ■ • • Ci(^, ri ) 
i =1 


et 


i=i 

——- -p—ri 

oil pour tout 1 ^ i ^ n (resp. tout 1 ^ j ^ m), est un element de CH (A") 
et Ei i,... E t , ri sont des fibres en droites integrables sur X (resp. (3j est un element 

de CH q J (A") et Fj i ,..., Fj iSj sont des fibres en droites integrables sur A"). 

On definit alors le produit (x ■ y) G CH^{ X)q par la formule : 

n m 

(x-y) = Yl ' Pi) • ci(E iA ) ■ ■■c 1 (E i , r .) • ci(F,-i) • ■ -Ci(F iiS .), 

i= 1 j =1 

oil pour tout 1 ^ i ^ n et 1 ^ j ^ m, on a note (cq • /3j) G CH (X)q le 

produit de cq et /3j au sens de Gillet-Soule. 

Bien entendu, il faut montrer que cette definition ne depend pas des choix 
effectues pour representer x et y. C’est 1’objet du theoreme suivant : 

Theoreme 5.4.1. La definition ci-dessus ne depend pas des choix effectues. Elle 
definit un accouplement : 

( 5 . 16 ) CHUX) ® CHl t (X) —> ChC(X)q, 

qui prolonge celui defini par Gillet-Soule. 

Cet accouplement munit CH int ( X)q d’une structure d’anneau commutatif, as¬ 
sociate et unifere. 

Remarque 5.4.2. Si p — 1 ou q — 1, on dispose d’un accouplement : 

CH-JX) ® CHlt(X) —* ClC(X) 

__. - — 

qui induit I’accouplcment ( p . 1 6[) a valeur dans CH int (X)q. 
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Remarque 5.4.3. Si X est lisse sur Spec Ok, on peut definir les produits (cq •/?.,■) 

—— ~-p-\-q—ri—Sj 

dans CH (X). La construction precedente donne done un accouplement : 


ChL(X) ® CHl t (X) — ClC(X) 


qui induit par produit tensoriel avec Q 1’accouplement (|5.16|) a valeur dans 


CH 


p+q 


int 


ke N 


Demonstration. On montre tout d’abord que le produit (x ■ y ) introduit plus 
haut est bien defini. 

Soit x = YH=i a i ' ci(^,i) • ■ • ci(£? i)ri ) un element de CH int (X). II faut montrer 
que si x = 0 dans CH int (X), alors pour tout y G CH int (X), on a (x ■ y) — 0. 

On montre dans ce qui suit un resultat plus general : Si x = a(<p) avec ip G 
C \o g ]o P ~ l (■*r) , a!ors x ■ y = a(<p uj (y)). ^ _ 

Par linearite, il suffit de demontrer cet enonce pour y = (3 ■ ci(Fi) ■ ■ -ci(F s ), 

oil f3 est un element de CH q (X) et F\ = (Fi, ||.||i),..., F s = (F s , ||.|| s ) sont 
des fibres en droites admissibles sur X. Remarquons egalement que la proposi¬ 
tion (15.3.91 ) et le theoreme (|5.3.1C| ) nous permettent de supposer que pour tout 
1 ^ i ^ n les fibres en droites E it i = (E it i, ||-|U,i), • • • ,E ijT . = (E irv ||.||j jr J sont 
admissibles sur X. 

j \ k ] ) II. II ) des suites croissantes de metriques positives 

' ' ' fcGN 

|.||i,..., || -1 | s respectivement, et pour tout 

) des suites croissantes de metriques 
■ k m v ’ VfceN 
positives C°° sur F i)1; ..., E i r . convergeant vers ||.||j,i,..., ||.||i, ri respectivement. 

On choisit (Z', g'), (Z l5 gi),..., (Z n , g n ) des representants des classes f3, oq,..., 
a n respectivement, tels que Z’ K soit d’intersection propre avec chacun des (Zi)k, 

..., ( Z n ) k , et tels que g', gi,.. .,g n soient des courants de type logarithmique. 

Pour tout 1 ^ i ^ n, on note Z' ■ Z % un represent ant dans Z p+q ~ ri (\Z'\ 0 |Zj |)q 
du produit [Z'} ■ [Z t ] G CH^~^(X)q ; et on choisit Sjy,..., s^ ri des sections 
rationnelles non identiquement nullcs sur X de E^i,..., Ei >ri respectivement et 
Si,..., s s des sections rationnelles non identiquement nullcs sur A" de ifi,..., F s 
respectivement tellcs que les cycles Z % . div s^i,..., div div Si,..., div s s ainsi 
que les cycles (Z'-Zi), div s^i,..., div s i)ri ,divsi,..., div s s et Z K , Z' K , (divs^)^,..., 
(div s^ ri )K, (divsi)x, ■ ■ ■, (divs^A' s’intersectent proprement. 

On convient de noter g iA = - log IKiH^,...,^, r< = -log ||s iiT ..||? r . et g 1 = 

.... 2 

log 11s 1 11 1 , ■ • •, — — log ||Ss||et pour tout k G N, gf^ = - log 


Soient 

C°° sur F\,... ,F S convergeant vers 
1 ^ i ^ n, soient fll-H^i 1 


n(fc) 

s *,i lli,i 


(fc) i 

- 9i, ri = ~ lo § 


IIW 

| \i,n 


et g[ k> = - log 


Wl?> 


, ’n = - log 


lk.ll?>)' 
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D’apres la definition (|5.10| ) et ( ||GS1|| , §4.2.1 et 4.2.2), on a : 

n 

(5.17) x = y\(Z { ■ div s^i • ■ ■ div s* ir ., {g t * (#i,i,Si,i) * • • • * (&,,.„ s iir .)})] 
et 


i =1 


n 

(5.18) x-y= y[( ( Z' • Zi) ■ div s it 1 ■ • ■ div s hn ■ div s 1 ■ ■ ■ div s s , 

i =1 

{{9' * 9i) * (9i, 1 , Si,i) * ''' * (9i, ri , Si, ri ) * (gi, Si) * ■ ■ ■ * (g a , s s )} )]• 

Pnisque ((x) = ' divSj,i • ■ ■ div Si, r J = 0, on peut trouver nne K \-chaine 

/ telle que : 

n 

(5.19) y Zi ■ div Si, 1 • • • div s iiTi = div /. 

1=1 

D’apres le lemme de deplacement pour les i7 r chaines (cf. [|GS1|| , §4.2.6), on peut 
de plus supposer que / rencontre Z' ■ divsi • • -divs s presque proprement dans 
X K . Cela entraine que d’une part : 


(5.20) y(Zj ■ div 1 • ■ - div Si, ri , {gi * (g iA , Si,i) * • • • * (g i>ri , Si,rJ}) 

= div/+ ( 0,71 + 72 ), 


Z— 1 


oil Ton a note : 

n 

71 = y{9i * (9i, 1, Si,i) * • • ■ * (gi, ri , s itri )}, 72 = log I/I 2 ; 


i=l 


et que d’autre part, d’apres ( ||GS1|| , §4.2.1 et 4.2.5), 


(5.21) y~~^ ( ( Z' ■ Zi) ■ div Si,i ■ • ■ div Si, Ti • div Si ■ ■ ■ div s s , 
i= 1 

{(9' * 9i ) * (9i, 1, Si,i) * ■ • • * (g iir ., Si, r J * ( gi , Si) * ■ ■ ■ * (g a , s a )}) 

= di v(f ■ (Z' ■ div Si • • ■ divs. s )) + ( 0 , 7 ') + (R, 0), 

oil Ton a note : 

n 

(5.22) V = J^{(y * 9 i) * (gt, 1 , +, 1 ) * ■ ■ ■ * (gi, ri , * (gi, si) * ■ ■ • * (g a , s,)} 

Z=1 

+ log |/ • (Z' ■ div si • • ■ div s a ) | 2 , 

oil R e RP^ q (X) et oil / • (Z' ■ div si ■ • • div s s ) designe une 77]-chaine representant 
l’intersection de la K \-chaine / et du cycle Z' ■ div si ■ • ■ div s s (bien que / • (Z' ■ 
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div si ■ ■ ■ div s s ) ne soit pas definie de maniere univoque, les cycles div(/ • (Z 1 ■ 
divsi • • ■ divs s )) et div(/ ■ ( Z' ■ divsi • • ■ divs s )) le sont, voir HGSlfl , §4.2.5). 


D’apres (|5.19|) et ( ||GS1|| , §2.2.9 et 4.2.7), on a pour tout fceN: 

n 

X^' * 9i ] *■■■* gi k) ) * {9i * 4? *''' * s$) + lo s if ■ ( z ' ■ div + • • ■ div 

2=1 

= <y * g[ k) * ■■ ■ *g ( s k) ) ■ Sdwf 

+ ou(P) c 1 (F 1 ,||.||f ) )---c 1 (F„ 


E lk) Ik) 

9i * 9i ,i * ''' * glA 


(k) 


. 2—1 


+ log |/ - (Z' ■ divs! • • • div s s )| 2 

((</ * g{ k) *■■■* gi k) ) ' <W/ - «>(P) Ci(F!, \\.\\[ k) ) • • • Cl (F„ ||.|| W) log |/| 2 

+ log|/-(Z / -divs 1 ---divs,)| 2 ) 

+ 0 }(P) Cl (F lt ||.||< fc >) • • • Cl (F s , ||.||( fc) ) ( X.9* * g {k i *■■■* 9i!l + lo § l/p 


. 2=1 


= u(P) ci(Fi, ||.||S fc) ) ■ ■ • Ci(F s , ||.||( fc) ) [ X & * 9 { S * ■ ■ • * gtl + lo § I/I 2 ) ’ 


(fc) 


M 


s, 2=1 


dans D p+q 1,p+<? 1 (X R ), ce qui, en faisant tendre k vers +oo, entraine que : 

i = iiw{y) + 72^(i/), 

dans D p+q - 1 ’ p+q ~ 1 (X R ) (une telle expression a bien un sens car u>(y) G C'o _1,9_1 (X 1R )). 
De l’egalite x = [(0,71 + 72)] = [(0,+)] obtenue en combinant (|5.17|) et Q5.20| ), on 
deduit qu’il existe une K \-chaine g, que l’on choisit d’intersection presque propre 
avec Z' ■ div si • • ■ div s s dans Xk, telle que div g = 0 et 71 + 72 — <p = — log \g\~ 
dans D P ~ 1,P ~ 1 (X] r). 

On tire de ce qui precede et de ( ||GS1|| , §4.2.5 et 4.2.7) la relation : 

- log | g ■ (Z 1 ■ div Si • • ■ div s s ) | 2 

= (71+72 - +M/ 3 ) ci(Fi, ||.||< fc) ) ■■■c 1 (F Si ||.||£ fc) ), 

valable pour tout k G N; ce qui montre, en faisant tendre k vers + 00 , que : 

7i v(y) +72 w(y) - ipu(y) = - log |g • (.Z' ■ divsi • • -divs s )| 2 , 

dans D p+q ~ 1 ’ p+q ~ 1 (X m ). Comme de plus div(7• (Z'-divsi ■ • ■ div s s )) K = (div g) K - 
(Z'-divsi ■ • -divs s )x = 0, onpeut affirmer que [(0,7')] = [(0,71 uj(y)+^ 2 ^(y))\ = 
[(0, ipu(y))\, ce qui combine a (|5.18|) et (|5.21|) montre que x ■ y = a(tpiv(y )). 
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On a done demontre que l’accouplement (|5.16| ) est bien defini. Les autres pro¬ 
prietes enoncees se deduisent aisement du theoreme ( |5.3.10| ) et des proprietes 
analogues pour CH (X). 

Au cours de la demonstration precedente, on a de plus prouve le resultat suiv- 
ant : 

Proposition 5.4.4. Soient x G CH int (X) et p G C^g^A®) tel que a(p) G 

CH int( X )> on a ■' 

a(p) ■ x = a(pco(x)). 

Remarque 5.4.5. Soient x et y deux elements de CH gen (X), et soient a, a' G 

CH (A) et ip, tp 1 G C'i* g! 0 (XR) tels que x = a + a(p>) et y = a' + a(tp'). On definit 
le produit de x et de y par la formule : 


x ■ y = a ■ a! + a((pu(a') + ip'u. ;(a) + < pdd c p >) G CH 


gen 


-- 

On peut montrer que ce produit est bien defini et qu’il munit CH (X)q d’une 
structure d’anneau commutatif, associatif et unifere. D’apres la proposition ( |5.4.4|) , 


il coincide sur CH int (X )q avec le produit defini au theoreme (|5.4.1|) . 


Theoreme 5.4.6. Soit 7r 
phismes : 


X 


Spec Ok une variete arithmetique. Les mor- 


et 


C : CH- mt (X) Q —> CHX(X) 


w : CH Ul (X)q —> A(A' m ), 


definis a la section / |5 .Sf sont des morphismes d’anneaux. De plus, le produit defini 
a la remarque (\5.f.Q) et (dans le cas oil tt : X —> Spec Ok est lisse) celui defini 


a la remarque \5fi.f) sont compatibles avec les morphismes £ et u. 

Demonstration. C’est une simple consequence du theoreme (|5.3.10|) , alinea (5) 
et des proprietes analogues pour CH (A). 

Remarque 5.4.7. Soient p G A*(Ap_) et x G CH int ( A). On deduit aisement de 
la definition de A*(A"m) et des alineas (5) et (6) du theoreme ( |5.3.10| ) la formule 
utile suivante : 


a(ip) ■ x = a(<pu)(x)). 


5.5. Degre arithmetique et hauteurs. 
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5.5.1. Degre arithmetique. 

Soit 7T : A —> Spec Ok = S une variete arithmetique (projective) de dimension 
relative d. On rappclle (voir par exemple ||BGS|| . §2.1.3) qne l’on dispose des deux 
morphismes : 


et 


deg^ : CH (S) = CH°(S ) 


deg : CH (S) 


Z 


- *—d 


qui induisent par composition avec 7r* : CH (A") —> CH ( S ) les morphismes : 


et 


de g/ , : CH (A) 


--- - d+1 

deg : CH (A) 


Z (degre geometrique) 
R (degre arithmetique). 




Soit i G {0,1}. Pour toute classe a G CH int (A"), choisissons (Z, g ) un represent ant 
de a ; on deduit de ( ||GS1|| , §3.6) que la classe [(7r*(Z), 7r* (<?))] ne depend que de 
a. On dispose done d’un morphisme, encore note 7r*, qui est defini comme suit : 


Jr. : ChZ\X) 
{(Z,g)\ 


> CH (S) 

>[(7T*(Z),7T*(c/))], 


v- d+i - d+i 

et qui prolonge a CH int (A") le morphisme image directe usuel n* : CH (A) - 

ch\s ). 

En composant deg^ et deg avec 7r*, on obtient deux nouveaux morphismes : 


et 


deg k ■ CH.,JX) 


Sg : CHC(X) 


Z 


qui prolongent ceux definis precedemment. 


5.5.2. Hauteurs. 

Soient Z G Z q ( A) un cycle de dimension q et L\ = (Li, ||.||i),..., L q = 
(L q , ||.|| 9 ) des fibres en droites admissibles sur A. Choisissons si,... ,s q des sec¬ 
tions rationnelles non identiquement nulles sur A de Li,... ,L q respectivement, 
telles que les cycles Z, divs 1; ..., div s q soient d’intersection propre. Pour tout 
1 ^ i ^ q, on note g t = — log ||s*||f et a;* = ci(Lj). On definit a partir de ces 
donnees un element de D p,p ( Ar) que Ton note {(<7i,si) * • • • * (g q , s q )\8z} par la 
formule suivante : 


(5.23) {(si, si) * ■ ■ ■ * (g q , s q )\8 z } = gi ■ ^div S2fl---ndiv s q nZ H“ * ^div ssO-ndiv s q C\Z 

~h • • • ^1 * * * Qi * ^iv Sj+ifV-ndiv s q DZ * * * “1“ ^1 * * * ^q—lQq * $Z’ 
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On verifie que chacun des termes de la relation (|5.23|) est bien defini. En effet 
■ ■ -uii-x ■ 5divs i+1 n---ndivs 9 nz est bien defini comme le prodnit de ■ ■ ■ iOi-i G 
B i- i.*-i(x R ) et de <W Si+1 n-ndiv S9 nz G SqnZ {X m ) d’apres les propo¬ 

sitions (|4.4. 13| ) et ([4.4. 14| ). Par ailleurs lc prodnit : 

'Yi 9i^ 1 ' ' ' 1 ' ^div Si+in---ndiv s,nZj 

a bien un sens d’apres lc theoreme ( |4.2.9Q ; et si l’on pose = max(c/j,t) ponr 
tout t G M, la limite : 

lim g j ui\ • • ■ uJi—i ■ <5 t ji VSi+1 |-|...(-) ( jivsqnz 9i^i '' ’^i—i ' ^divsi+in---ndivs 5 nZ5 

montre que le courant q* ne depend pas des choix effectues pour le definir. 

Ceci etant etabli, on pose : 

% 1 ,...,n 9 ( z ) := deg(?r,(Z ■ divsi • • ■ divs,), 7r*({(cq, Si) * • •• * (g q , s,)|5z})) e R- 

Proposition-definition 5.5.1. Le nombre reel hj /i x q (Z) defini ci-dessus ne 
depend pas du choix des sections s\,..., s q ; on l 'appelle hauteur de Z relativement 
a Pi,..., Lq. 


Proposition 5.5.2. Soient Z G Z q (X) et L 0 , Li = (L 1; ||.|| j_),..., L q = (L q , ||.|| 9 ) 
des fibres admissibles sur X. Les assertions suivantes sont verifiees : 

1. La hauteur T Jq (Z) ne depend que du cycle Z et des classes d’isomorphie 
isometrique des fibres admissibles Li,..., L q ; elle ne depend pas de I’ordre 
des fibres L\, ..., L q . 


2. Soient ^||.|| 


(k)\ 

1 )i 


fce N 

itives convergeant vers 


lim 


if) 


fceN 


des suites croissantes de metriques pos- 
sur Li,... ,L q respectivement, on a : 


^ +00 /1 (l 1 > ||.||«),...,(l 9 j ||.[|W)( Z ) - h Lr,.,L q (Z). 

3. Si les metriques ||.||i,..., ||.|| 9 sont C°°, alors on a : 

h Zl .,i,(Z)= 35(6,(10 ■••Ci(T,)|Z), 

ou (-I-) designe Vaccouplement defini dans f ||BGb|| ; $2.3). 

4. Pour tout 1 ^ i ^ q, on a : 

hL 1 ,...,L i _ 1 ,L i ®LoM + i,...Ji q y Z ) = ^ l L 1 ,...,L q ( Z ) + %i,...,L i _i,i;o,L i+ i,...,L 9 ('^)- 

Demonstration des propositions ( |5.5.1|) et ( |5.5.2| ). La proposition ( |5.5.1| ) 
et les assertions (1) et (4) de la proposition ( p.5.2| ) se deduisent immediatement 
des assertions (2) et (3) de la proposition ( |5.5.2| ) et des proprietes analogues 
dans le cas classique (cf. j[BGS|| , §2.3). L’assertion (2) etant une consequence du 
theoreme (|4.2.9| ), il suffit de prouver l’assertion (3). 
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En remarquant que gi*(g 2 *(- ■ ( g q ))) est un courant de Green pour le cycle 
divsi ■ • ■ divsg, on deduit de ( ||GS1|| , §1.2.4 et 1.3.5) qu’il existe g un courant de 
Green de type logarithmique pour div si ■ ■ ■ div s q tel que : 

(5.24) g = g 1 * (g 2 * (• • • * (g q ))) + du + dv. 

Pour tout e G M + *, soit 5^ une regularisation de 8 Z comrne a la proposition 
( [4.2.121 ). En multipliant les deux membres de l’egalite ( |5.24| ) par 8%, il vient : 

(5.25) g A 4 £) = g x * (g 2 * (■ ■ ■ * (g q ))) A 8 { fi ] + diudf) + d(v8P). 

Comme d’une part : 


g\ * (g 2 * (■ • ■ * (g q ))) 

9l ' ^divS2n- ndiv Sq 4“ g 2 ■ ^divs3n-.-ndivs,j 4“ ' ' ' 4“ 03\ ' ' ' 0J q — ig q i 
et que d’autre part, d’apres ([ |GS1|| , §2.2.12), on a les limites : 

lim g A 5P = g A 6 Z , 

£—>0 

et pour tout 1 ^ i ^ q, 

lirri(cUi • • -UJi—i)gi • ^divSi+in-.-ndivsq t\ 8z (j^l ' ' '^i—l)9i ' ^divsi+in-ndivsq t\ 8 Z i 


au sens de la convergence faible des courants, on tire de Q5.25D 1’egalite : 


g a 5 Z = 

g i ■ ^div s 2 n-.-ndiv s q nz 4“ ■ ^div s 3 n-.-ndiv s 9 nz 4~ ■ ■ ■ 4“ ■ ■' ^q—ig q 8 z 

= {(gi,si)*---*(g q ,s q )\5 z }, 

dans D d,d (X r), ce qui termine la demonstration. 

Plus generalement, soient Z G Z q (X) et Li, ..., L q des fibres integrables sur 
X. Choisissons Ei,... ,E q et F 1; ..., F q des fibres en droites admissibles sur X 
tels que pour tout 1 ^ i ^ q, on ait : L t = G> (Fj) _1 . 


Proposition-definition 5.5.3. On appelle hauteur de Z relativement a L i,..., L q 
et on note hj^ z q {Z) le nombre reel defini par la formule : 

h L lt ...,L q ( z ) = X (- 1 ) #52 h{ S .}. 6Sii{ p.}. eS2 (Z). 

Si,S 2 

5iUS 2 ={1,■■■,?} 


La hauteur hj^ j Jq (Z) ainsi definie ne depend que de Z et des classes d’isomor- 
phie isometrique des fibres Li,... ,L q . Si les fibres L l ,... ,L q sont admissibles, 
elle coincide avec la hauteur definie a la proposition (\5.5.1\) . 
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Demonstration. On suit mutatis mutandis la demonstration de la proposition 
( 15.3.91) en utilisant la proposition ( |5.5.2|) . 

Lorsque L := L\ = ■ ■ • = L q , on convient de noter h-^(Z) le nombre h ^ z q ( Z ) 
quc l’on appelle alors hauteur de Z relativement a L. 

Remarque 5.5.4. Si q = 0, la hauteur h-^(Z) n’est autre que h(Z) = deg [(Z, 0)]. 
Dans ce cas, la fonction h : Z 0 (X) —> R est definie par h(P) = log ffk(P). 


Remarque 5.5.5. Ces definitions ont ete introduites pour la premiere fois dans 
cette generality par Zhang (cf. ||Zha | , th. 1.4) sous une forme difierente. 


Le theoreme suivant rassemble diverses proprietes de la hauteur introduite a 
la proposition (|5.5.3|) : 


Theoreme 5.5.6. Soient Z e Z q (X) et Li,..., L q _i, L g = (L q , ||.|| g ) des fibres 
en droites integrables sur X. On a les proprietes suivantes : 

1. La hauteur hj^ j jq (Z) ne depend pas de Vordre de Li ,..., L q . 

2. L ’application qui a Z e Z q (X) et L ±,..., L q des fibres en droites integrables 
sur X associe hj^ j^jZ) e R definit une forme multilineaire : 

Z q (X) x Pic int (X) x • • • x PiCint(X) —* R. 

3. Si les metriques des fibres L 1 ,..., L q sont C°°, alors on a : 

h z , . Zq (Z)=tei(c 1 (L 1 )---c l (L,)\Z), 

ou (•!•) designe Vaccouplement defini dans ^P3GS|| . $2.3). 

4. Si Z est le diviseur d’une fonction rationnelle sur un sous-schema integre 
contenu dans une fibre fermee de X, alors hj { z q {Z) = 0. 

5. Pour tout morphisme f : X —> X' de varietes arithmetiques, on a : 

h f*(Li),...J*(L q )( Z ) = h Li,...,L q (f*( Z ))- 

6. Soit s q une section rationnelle de L q au-dessus de Z qui n’est identiquement 
nulle sur aucune des composantes irreductibles de Z. On a la relation : 


% 1 ,...,L 8 _ 1 ( Z - divs <?) = h L u ...,L q ( Z ) + / log ll s gll<? c i(-^i) ''' c 1 (L 9 _i) ■ Sz- 


' X(C) 


7. On suppose que Z = X, et done que q = dpi. On a : 

h T, 1 ,...iL d +i ( x ) = deg(ci(Xi) • • -Ci(L d+ i)), 


d+l 


oil deg designe le degre arithmetique sur CH int (X) introduit au § |5. 5.1 
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Demonstration. Par (multi)linearite on se ramene au cas oil Li, ..., L q sont des 
fibres en droites admissibles. Les assertions (1) a (3) sont alors une consequence 
immediate de la proposition ( |5.5.2|) , et les assertions (4) a (6) se deduisent di- 
rectement de ( |5.5.2| ) alinea (2) et des assertions analogues dans le cas classique 
(cf. |[BGS||, prop. 2.3.1 et 3.2.1). Enfin 1’assertion (7) est une consequence des 


propositions (|5.3.4|) et (|5.3.5|), et des definitions. 


La proposition suivante etend a notre cadre un enonce de Faltings (cf. 
prop. 2.6) generalise dans ( [|BGS|| , §3.2.3) : 


Proposition 5.5.7. (Positivite). Soient L \,..., L q des fibres en droites admis¬ 
sibles sur X tels que pour tout 1 ^ i ^ q, il existe une puissance tensorielle 
positive L i 1 de Li engendree par ses sections globales de norme sup inferieure ou 
egale a 1. Pour tout cycle effectif Z e Z q (X), on a : 


(5.26) 


h L u ...,L q i Z ) ^ °- 


Demonstration. On raisonne par recurrence sur la dimension de Z. 

Si dim Z — 0, le calcul se fait aux places finies et il n’y a pas de changement 
avec la situation classique (voir par exemple [|BGS|| , prop. 3.2.4). 

On se place desormais dans le cas on dim Z > 0. 


On peut supposer que Z est irreductible et choisir une section s q de 


T 

L q 


de 


norme sup inferieure ou egale a 1 qui ne s’annule pas identiquement sur Z. On 
deduit alors de Falinea (6) du theoreme (|5.5.6|) applique aux fibres Li,, L q _ i, L q q 
que : 


vs q ) ^n q h Zi! Zq (Z) si 2 
et h(Z ■ divsi) ^ n\ h^^Z) si q — 1. 

Comme Z ■ div s q est effectif de dimension dim Z — 1 et que h prend des valeurs 
positives ou nulles sur les cycles effectifs dans Z 0 (X), cela implique Finegalite 
(p.26|) par recurrence sur dim Z. 


Exemple 5.5.8. Soient P(A) une variete torique projective lisse et E i, ..., E q 
des fibres en droites sur P(A) engendres par leurs sections globales et munis de 
leur metrique canonique. D’apres (|4.5.8| ) les fibres Ei,..., E q sont admissibles et 
d’apres la proposition ([2.3.10|) et l’egalite (|3.4|) ils sont engendres par leurs sections 
globales de norme sup inferieure ou egale a 1. On deduit de 1a, proposition (|5.5.7|) 
que pour tout cycle effectif Z e Z q ( P(A)), on a : 


h- 


E\ 


(Z)> 0. 
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6. COURANTS DE CHERN CANONIQUES SUR LES VARIETES TORIQUES 

Dans cette partie et les suivantes, nous revenons a 1’etude des varietes toriques 
projectives lisses sur SpecZ. 

Soit A un eventail regulier complet admettant une fonction support strictement 
concave et soient L \,... , L q des fibres en droites sur P(A) munis a l’infini de 
leur metrique canonique. On donne dans cette partie une expression explicite du 
courant : 


ci(Li) • • -ci(L q ). 

On en deduit un premier resultat de triviality : Si Ton note : 

A f *(P(A) R ) = Ker{d : ^(P(A) R ) —» ^(P(A) R )} 
et 

[•] : A f *(P(A) R ) —> H 2 *( P(A)(C),K) 

la surjection canonique induite par l’application classe en cohomologie des courants, 
alors on peut construire de maniere canonique une section (d’anneaux) du mor- 
phisme d’anneaux [■]. 


6.1. Preliminaires. 

Soit Arg : C* —■> P/27rZ la fonction argument definie pour tout z = pe ia G C* 
avec p G M + * etaGR par : 

Arg(A) = [a] G M/27rZ. 

Pour tout m G M, on note Arg(A m ) la fonction multiforme sur T(C) definie 
comme l’argument du caractere \ m ■ La differentielle dArg(x m ) a bien un sens 
sur T(C) et definit un element de A 1,0 (T(C)) © A 0,1 (T(C)). On dispose done d’un 
morphisme injectif de Z-module : 

0 : M —^A 1 ’°(T(€)) 0 A°’ 1 (T(C)) 
d Arg(x m ) 

m i —> -. 

2vr 

Ce morphisme s’etend en un morphisme d’anneaux (encore note 0) : 

0 : A zM — C)), 

ou Az M designe l’algebre exterieure sur Z de M et on la structure d’anneau sur 
(& P: gA p ’ q (T(C)) est celle induite par lc produit exterieur. Le morphisme d’anneaux 
0 est injectif. 
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Remarque 6.1.1. Soit f\,, fd une base de N et /J la base duale. Pour 

tout m G M, on a : 


d 

0 ( m ) = 

i =1 


d Arg(y^) 
2tt 


Remarque 6.1.2. Soit m G M. On a : 

cf log lx™| 2 = B(m) sur T(C). 


Pour tout r element de A, le Z-module AO ^0 es ^ 1111 Z-module libre 
de rang 1. On choisit un generateur de A™ aX ( r_L OM) que Ton notera dans toute 
la suite Al r . Le choix de Ad r definit une orientation sur la variete reclle C™* de 
la maniere suivante : 

On note h = dimr. Soient u±,... ,Uh un systeme de generateurs du semi-groupe 
(t fl N) que l’on complete en une base iq,..., Ud de N, et Vh+ 1, • • •, tq une base 
du Z-module (r -1 flM) telle que A - ■ ■ Avd = M. r . On note la base 

duale de «i,..., On note enfin B( 0,1) C C la boule ouverte de centre 0 et de 
rayon 1 et Si C C le cercle unite. On dispose alors du diffeomorphisme : 

r/ T : CA — eB(0, l) h x 

x .. ■ ,x^(x),x^ + 1 (x),... ,X^O)) 


On notera C™ t,+ la variete reellc C™^ rnunie de l’orientation produit des orienta¬ 
tions naturelles sur B( 0, l) h et Si~ h . Cette orientation ne depend que du choix de 
M. t . On peut remarquer que pour tout a G A max , l’orientation de C'“ t,+ coincide 
avec cclle induite par sa structure complexe. Par aillcurs, on a pour tout r G A 
l’egalite |x Vh+1 | = ■ • ■ = \x Vd \ — 1 sur 0| nt , ce qui entraine que la forme Q(A4 T ) 
est de classe C°° sur un voisinage de C ^ nt ; on dispose done du courant reel : 


u 



O (M T ) A IV. 


6.2. Calcul de ci(L). 

Soit L un fibre en droites sur P(A) muni de sa metrique canonique. On donne, 
dans cette section, une expression du courant ci(L). 

On rappelle tout d’abord un result at bien connu (voir par exemple [[Oc3|| , §3.3). 

Proposition 6.2.1. (Formule de Green). Soit X une variete complexe de dimen¬ 
sion d et Q C X un ouvert relativement compact tel que 12 soit une sous-variete 
reelle a coins de X. Soient f et g des formes differentielles de classe C 2 sur un 
voisinage de 12 et de bidegres (p,p) et (q, q ) avec p + q — d — 1. On a : 


(fAdd c g-dd c fAg)= (/ A d c g - d c f A g) 


in 


ian 
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Soit D un diviseur (horizontal) T -invariant sur P(A) tel que L = 0{D) 00 . On 
rappellc que pour tout a G A, on note mo,a l’element de M donnant la restriction 
a cr de la fonction support 'I-' n de D. On a alors le theoreme suivant : 

Theoreme 6.2.2. Pour toute forme test u> G A d_1,d_1 (P(A)(C)), on a : 


[ Ci(L) Au = - V [ 

J P(A)(C) (jeAmax JdCT' + 


®( m D,cr) A U. 


Demonstration. On montre tout d’abord que les terrnes intervenant dans le 
second membre sont bien definis. Pour tout a G A max , la forme O (mo,a) A u est 
L 1 sur dC “ lt: (cela provient du fait que la forme dd = dArg(z) est localement L 1 
sur C). La difference dCf^^dC 1 ^ 0 T(C)) etant de codimension reellc superieure 
ou egale a 2, clle est negligeable au sens de la theorie de la mesure, ce qui entraine 
que l’integrale f dC mt,+ Q(rn Da ) Aw est bien definie. 

Soit maintenant 1 la section (rationnellc) canonique de O(D). On a, d’apres la 
formule de Poincare-Lelong generalisee ( [4.5.3| ) l’egalite des courants : 

dff) = c t (0(D)J = S D + (df(- logpU^J). 

On en deduit que : 

(6.27) f ci(L)Au}— [ 5 D Acu+ f (— log ||1|||> )00 ) A dd c u>. 

J P(A)(C) J P(A)(C) Jf( A)(C) 

Connne de plus, d’apres ( [3.3.1D , on a pour tout a G A max et x G C a l’egalite : 

log || 1 (x) || D j00 = log \ X mD,CT i x )\ 2 1 

on tire de (|6.27| ) et de (|3.2.9|) la relation : 

(6.28) 


'P(A)(C) 


Ci(L) A a j — 


/ 5d A u + 
*P(A)(C) ffgA 


V / \og\x mD ^(x)\ 2 Add c u. 

^ /ci nt>+ 


On fixe provisoirement cr g A max . Soit f\,..., fd une famille generatrice de a (et 
done une Z-base de N d’apres (|2 .2.1 1|) ); on note /J la base duale de M. 

On a m D)0 . = Yn=x fi( m D,a)ff, ce dont on tire : 


d 


\og\ x mD '°(x)\ 2 = ) fi(m D ^)\og\x ft {;x)\ 2 . 


i=l 


Par linearite, on ramene ainsi le calcul de 1’integrale f c mt,+ log \x mD ’ a ( x )\ 2 A dd c uj 
a celui des integrates f c mt,+ log \x^ {x)\ 2 A dd c oj. On ne perd rien en generalite 
en posant i — 1. Dans la carte affine <p : U a ( C) —> C d donnee par (p(x) = 
(x^ (x) 7 , X^( x ))> l es ensembles C a et C^ nt sont definis par les conditions : 

C a = {x G C d : \xi\ < 1,..., \x d \ < 1}, 
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et 

C'f = {xeC d -. \xi\ < 1,..., \x d \ < 1}. 

On remarque que : 

dC a = 3C'T = {xeC a : 3i G {1,..., d} : \ Xi \ = 1}. 
Pour tout £ G M + *, on pose : 

C £ = {xeC^: e < \ Xl \ < 1}, 

D £ a = {x G dC a : £ < |aq| ^ 1} 

et 

E £ a = {x e C a : \xi\ = e}. 



On a : 
(6.29) 


i cl 


int,+ 


log Ix^ 1 * (x)| 2 A dd c uj 


log Ix^ 1 * (x) | 2 A dd c uj + / log Ix^ 1 * (x) | 2 A dd c 


'C' 


'C^\c% 


Comme log |x^(t)| 2 = log |a;i| 2 est localement L 1 sur U a ( C), on a : 


(6.30) 


lim 

£—>0 


c^\cs 


log |x /r (T)| 2 A dd c uj = 0. 
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L’application x t—> log \x^ ( x )\ 2 est C°° sur un voisinage de C e a ; il vient done, 
d’apres la formule de Green (|6.2.1|) : 


(6.31) / log \x^ (x )| 2 A dd c u = / dd c log Ix^ 1 * (x) | 2 A u 


>c% 


'c% 


+ / (log I X n (a) 1 2 A d c u> - d c log I x fl (x) 1 2 A a;) . 

JdC% 

On a sur C% l’egalite dd c \og\x^(x)\ 2 = dd c log |xi| 2 = 0. De plus, d’apres la 
remarque (|6.1.2| ), on a : 


d c iog\x f H x )\ 2 = d c log |xi | 2 = ©(/r: 
On tire des definitions l’egalite des courants : 


/ = / + / 

Jdc% Jd% Je% 

Comme log \x^ (s')( 2 = log |^i| 2 est localement L 1 sur dC a , il vient : 

lim / log | x^ ( x ) | 2 A d c u = log | x^ (x) | J A d c uj. 


£—>0 


>D% 


>dC™ 


De plus log|xA*(x)| 2 = 21oge sur et pour toute forme r] G A 2d 1 (P(A)(C)) 
on a f Ee rj = 0(e) quand e tend vers 0; on en deduit que : 

lim / log \ x n ( x ) | 2 A d c LU = 0. 


£—>0 


’ E% 


Enfin, on a les limites : 

lim f d c \og |x^*(x)| 2 A u> — lim / 0(/*) Au — [ 0(/*) Aw, 

£ ^° Jd% £ ^° Jd% Jdcl r nt ’+ 


et 


lim [ d c log |x A* (i)| 2 Aw = lim f ^ /\ w = 


<5hi A u, 


>e% 


>E% 


'CS 


ou H\ designe le diviseur d’equation x^ 1 * (x) = 0. 

En revenant an cas general (m d,o- quelconque), on deduit de ( |6.29|) , ( |6.3(J|) , 
( |6.31| ) et des calculs de limites ci-dessus que : 


log \’X mD ' a { x )\ 2 A dd c uj 


’CS 


’ dC, 


int,+ 


log |x m °’ CT (x)|- A d c u) 


IdC; 


rint,+ 


0(mn, ff ) Aw 


5d A u>. 


'CS 
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D’apres (|6.28|) , il vient : 


/ Ci(L)Aw= Y 
/P(A)(C) CTeAma 


I dCl 


int,+ 


log \x mD ’ a ( x )\ 2 A d c co 


5d A co + 


5f) A u. 


I P(A)(C) 


~ Y [ e Kp)Aw- [ 

o-e A max 17 o-G A max Oc 

Soient or et <72 deux elements de A max et r G A(d — 1) une face commune de 
cti et (72 (i.e. telle que r < ffi et r < cr 2 ). Du fait de la continuity de la fonction 
support $£), on a : 

(6.32) log \x mD ’ ai (z) | 2 = log \x mD ’ a2 (z) I 2 , (Vt G C t ). 

Puisque A est complet, on a par ailleurs : 


Y [ log \x mD ' a ( x )\ 2 Ad c co — V / 

zz — r' 1 

tC /\ C'C'cr A 

^C‘-»max 0/ climax 


£ t (ct ) log (x)| 2 Ad c a; = 




ga 

max 

rGA(d—1) 

T<(7 


log |x m ' D ’ CT1 (t) 1 2 A efu; 


log \x mD ' a2 {x)\ 2 A gPu; 


{ffl,»2}CA 
r=irino'2GA(d— 1) 


'Cl 1 


ou pour tout cr g A max et tout r G A(d - 1) tels que r < a on a pose c T (cr) = 1 
si les orientations de 9C')f t ’ + et de C') nt ’ + sont compatibles et e r (cr) = — 1 sinon. 
On deduit de cela et de (|6.32|) que : 


E 

A ma x 


log \ x mD,!T ( x )\ 2 A d c co = 0. 


Oc 11 


Enfin, comme cocliniR(.D ft dC a ) ^ 3, pour tout a G A max , on a : 


5n A CO — 




/ P(A)(C) 


5d A co, 


E 

(PGAmax 

et le theoreme est demontre. 

Soient cq,..., a s les elements de A max . Comme A est complet, on peut associer 

a tout element r de A (d — 1) deux entiers i T < j T dans {1,..., s} tels que r soit 

la face commune de cq r et <Tj t . On munit C™ 1 de rorientation compatible avec 

cclle de <9C'‘ nt et on note Ci nt,++ la variete reelle munie de cette orientation. 

° %T ' _ __ ' 

On peut reformuler le theoreme ( |6.2.2|) de la fagon suivante : 

Theoreme 6.2.3. Pour toute forme test 00 G A d_1,,i_1 (P(A)(C)), on a : 


/ ci(L) Auo — Y 

/P(A)(C) reA(d-l) 


'Cl 


int, H—|- 


®{m D ,a jT ~m Di(T ) Au. 
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6.3. Calcul de C\{L\) ■ ■ -ci(L q ). 

Soient Li,... ,L q des fibres en droites au-dessus de P(A) et munis sur P(A)(C) 
de leur metrique canonique. Le theoreme suivant donne une expression du produit 
ci(Li) • • -ci(L q ). 

Theoreme 6.3.1. Soient Li,... ,L q des fibres en droites au-dessus de P(A) mu¬ 
nis de leur metrique canonique. 

1. II existe une famille d’entiers {a T {L\,... ,L q )) T€ A(d- q ) telle que, pour toute 
forme test uj G A d_,? ’ d_9 (P(A)(C)) , on ait : 

/ cfiLfi) A ■ • • A ci(L q ) A u — a T (Li ,..., L q ) / @(Ad r )Aa;. 

' /P (A)(C) reA (d-g) JC ^’ + 

Les entiers a r (Li,..., L q ) sont definis de maniere unique par cette egalite. 

2. Les entiers a T (Li,..., L q ) verifient les relations suivantes : Pour tout a G 
A {d — q — 1), on a : 

Y. £*(r)a T (L 1 ,... ,L q )M r = 0; 

T>(7 

reA(d—q) 

ou £ a {r) = 1 si les orientations de dC^ nt,+ et de sont compatibles, et 

£ a (r) = —1 sinon. 

3. On suppose que d < q et que L est un fibre en droites au-dessus de P(A) muni 
de sa metrique canonique. On note D un diviseur horizontal T-invariant sur 
P(A) tel que L = 0{D) 00 . On a : 

Q J a{.I J i I'll • • • ) I J q)-^IiJ ^ ^ £ct(e)Ot (I'll ■ • • ) I'q) A -Ad T . 

T >(J 

reA(d— q) 

Demonstration. On remarque tout de suite quo l’unicite des entiers a r (Li,..., L q ) 
est une consequence directe de la proposition (|3.2.9| ) et du fait que le support du 
courant reel u t—> f c int.+ Q(JA T ) A est C T . 

D’apres le theoreme ( |6.2.3|) , les assertions (1) et (2) sont vraies pour q — 1. 
On va montrer que si (1) et (2) sont vraies au rang q, alors (1) est vraie au rang 
<7 + 1, (3) est vraie au rang q, et enfin (2) est vraie au rang q + 1. 

D’apres le (1), on peut trouver une famille d’entiers (a r (Li,..., L q )) re A{d- q ) 
telle que : 

/ Ci(Li) A • • • A Ci(L ? ) Aw = V a T (L 1 ,...,L q ) Q(M r )Au. 

Jp ( A KQ T€A(d _ g) 

Comnie d’apres (|3.3.1|) , on a pour tout a G D : 

log || 1 ( 3 ?)||n ,00 = l°g \ x mD ’ a i x )\ 2 1 (Vx G C a ). 
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On deduit de la for mule de Poincare-Lelong generalisee ( |4.5.3| ) et de la for mule 
de Green l’egalite : 


(6.33) / Ci(L) A ci(Li) A • • • A Ci(L q ) A u 

J P(A)(C) 


' P(A)(C) 


'P(A)(C) 


(dd c (— log ||l(x)||^ i0O ) + S D ) A Ci(Li) A • • • A Ci(L g ) Aw 
(- log ||l(x)||f, )00 ) ci(Li) A • • • A ci(Lg) A dcfu; 


+ / <5d A Ci(Li) A • • • A Ci(Pg) A cw 

ip(A)(C) 


^ ' ®r(A 1, . . . , Z/q) / 

77 A , ./ci 1 


log |x mD ’ T (x)|- Q(M r ) A dd c u 


r£A(d—q) 


'y ^ a r (Li,...,Lq) / 

frf \ Jci nM 


5_DnC int A ©(-Ad r ) A tw. 


r£A(d—q) 


(Dans le dernier ferine, on a utilise le fait que D et C“ lt: s’intersectent de maniere 
transverse). 

Nous allons calculer les integrates du type : 


Ir{m DiT ) = 


' c. 


rint,+ 


log\x mD ’ T (x)\ 2 0(M r ) A dd c u. 


Fixons momentanement r G A (d — q ) et considerons cr G A max tel que r < a. 
Soient fi, ■ ■ ■ , f d un systeme de generateurs du semi-groupe (cr fl N) tels que 
fi,, fd-q engendrent le semi-groupe (rfliV) et tels que f d - q +i A • • • A /J = M. r . 
Comme A est regulier, la famille forme une Z-base de M. 

Par linearite, il suffit de calculer I T (mD , T ) pour mo iT = /* avec i G {1,..., d}. 
Pour i G {d — q + 1,..., d}, on a |yA (x)| = 1 pour tout x G C T , et done 

lr{f;) = 0. 

On choisit maintenant i G {1,... — g}. On ne perd rien en generality en 

supposant i — 1. 

Dans la carte affine : U a (C) —> C d donnee par <p(x) = (yA (x),..., yZf(x)), 


les ensembles C T et C). nt 

sont definis par les conditions : 


C T = {xeC d : 

|Xl| < 1, . . . , |Xd-g| ^ 1, |x d _q+l| = 1, . 


et 



= {x G C d : 

|Xl| < 1, . . . , \x d -q\ < 1, \Xd-q+l\ = 1, • 

■ ■ , \x d \ 


On remar que que : 

8C t = dC^ = {x E C T : 3i G d-q} : \ Xi \ = 1}. 
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Pour tout £ £ M + *, on pose : 

C% = {x £ C'f : £ < \x\ | < 1}, 
D £ r = {x £ dC T : £ < \x\ |^1} 


et 


On a : 


E £ = {x £ C T : |aq| = e}. 


(6.34) I T {ft) = / log |(a?) | 2 0(A4 r ) A dd c u> 
Jci 


log |x^*(a;)| 2 @(Ad r ) A defu;. 
Comme log x^ 1 * (^)| J 0(.M T ) = log |aq| 2 @(A4 r ) est localement L 1 sur C T , on a : 


/ci nt ’ + \ci 


(6.35) 


lim / 


log |x^*(a;)| 2 @(.Ad T ) A defu; = 0. 


Puisque |x , ' d - 9+1 (a;)| = = |x^(x)| = 1 pour tout x £ C T et que M. r £ 

Ar X ( T± n M), la forme 0(A4 r ), et done 1’application x i—► log jx^i(x)| 2 Q(A4 r ), 
sont C°° sur un voisinage de C £ . On peut done appliquer la formule de Green 
( |6.2.1| ) et en deduire l’egalite : 


(6.36) I log \x^( x )\ 2 ©(A4 t ) A dd c u) = j dd c (log \x^{x)\ 2 @(A4 r )) A u 
(log \ X f Hx)\ 2 Q(M t ) A d c u — d c ( log \x f H x )\ 2 @(A4 t )) A a;) . 


• ci 


>aci 


En remarquant que dO(A4 r ) = d c O(A4 r ) = 0, on a sur C £ : 

dd c {log \x^(x)\ 2 A 0(M t )) = dd c (log |x /l *(x)| 2 )0(A / l r ) = 0 


et 

cf (log \x f H x )\ 2 0(M r )) = cf (log \x f H x )\ 2 ) A 0(M r ) 

— ©(/*) A ©(A 4 t ) = @(/i A Mr). 

On tire des definitions l’egalite des courants : 

(6.37) / = / + / 

JdCl Jd% Je% 

Comme log |x^(ic)| J 0(Ad r ) est localement L 1 sur dC T , il vient : 

lim / log \x^*(x)\ 2 Q(M T ) A d c ui = [ log \x^( x )\ 2 0(A4 r ) A d c cu. 


£—>0 


’Dl 


lac “ 
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De plus, log |x^*(ic)| 2 = 2 logs sur E*, la forme Q(A4 T ) est C°° sur un voisinage 
de C T , et pour toute forme q e J 4 2d_ ' ?_1 (P(A)(C)) on a J Ee q = 0(e) quand e 
tend vers 0; on en deduit que : 

lim [ log |x ^ (x)| 2 @(-M r ) A d c u = 0. 


£—>0 




Enfin, puisque Q(fi) = d Arg(xi)/27r et la forme Q(A4 r ) est C°° sur un voisinage 
de C T , on a les limites : 

lim / ©(/* A Ai T ) A uj — [ Q(fi A Ai r ) A tv 


£—>0 


'Di 


IdCl 


int,+ 


et 


lim / ©(/* A M. t ) A uj = / 5 HinC int A Q(A4 T ) A uj , 


'Ei 


IC“ 


ou H\ designe le diviseur d’equation x^ 1 * (x) = 0. 

En revenant au cas general (i.e. m^ iT quelconque), on deduit de (p.34|) , (|6.35|) , 
( |6.371 ) et des calculs de limites ci-dessus que : 


Ir(m D ,r) = / log \x mD,T (x)\ 2 O(Mr) A d°UJ 

JdcT’ + 

— / 0(rriD,T A M. t ) A uj — / ^Dnc int A Q(Ai r ) A uj. 

JdcA’* ' JcA’ + 

(On a utilise ici le fait que pour tout i £ {d — q + 1,, d}, on a /* A M. r = 0). 


En utilisant (|6.33|) il vient : 


/P(A)(C) 


C\(L) A ci(Li) A ■ • • A Ci(Lq) A uj 


El a r(Ll, . . . , Li ) / 

rrf , daci 1 


log |x mc ’ T (x)| 2 Q(M r ) A d c uo 


reA(d-q) 


E ariLu...,^) f 0 

, ./0ci nt ’ + 


0(wLD,t A Ad r ) A U!. 


T€A(d—q) 


Enfin, on a : 

^ ^ o , r(L i,..., du) / 

. A ,, , </& 


rSA(d—g) 


int,+ 


log IX m ' D,T ( X )| 2 0(M T )Ad C UJ 


E 


0 


crGA(d—g— 1) 


'C; 


>int,+ 


\ 


^ ^ ^a(x)ci T (L\j • • • , Eg) .Ad-, 


T>cr 

\reA(d-g) 


A(log|x mD -(T)| 2 d c o;) = 


/ 
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d’apres l’assertion (2). On a done : 


/P(A)(C) 


Ci(L) A ci (Lj) A • • • A Ci(L ? ) A cu 


/ 


E 

ctEA(c£— g—1) 


0 


'c; 


int,+ 




- ^2 £<r( T )a T (Li,..., L q ) m D>T A M, 


\ r>cr 

V reA(d-q) 


A UA 


/ 


Pour etablir (1) au rang q + 1 et (3) au rang g, il suffit maintenant de prouver 
que pour tout a G A (d — q — 1) il existe un entier a a (L, L ±,..., L q ) tel que : 

R<t(E, El, . . . , Eg) ^ ^ • • • , Lq) TTl£) tT A J\A. T . 

T>cr 

reA(d—g) 


Soit cr G A(d — g — 1) et To G A(d — g) tel que cr < r 0 . On deduit de l’assertion 
(2) au rang g que Ton a : 

^ ^ £<t(e)Ut(Ei, • • • , Lq) A ^A/t r 0. 

T>cr 

rgA(d—5) 

On a done : 


^ ^ (^”)( L 1, . . . , -^g) ^D,r A J\A. t 

T><7 

r£A(d—q) 

= ^2 £<r( T )a T (Ll, ■ ■ • , Eg) (m D ,r - mD,r 0 ) A Al r . 

r>cr 

r&A(d—q) 

Or, commc la fonction support est continue en cr, on a (mD iT —m£> )To ) G cr^nM 
pour tout r G A(d — g) tel que r > a, et done (rno, T ~ m D,r 0 ) A M. T G T,M. a . 
Montrons enfin que (2) est vraie au rang q + 1. 

Soit cr' G A(d — q — 2). D’apres le (3), on a : 


^ ^ e CT '( CT ) a ^(E, Ei, • • • , Lq) -A/fcr 

<j>cr / 

a£A(d—q— 1) 


= - ^ ^ £ CT /(cr)e CT (r)a T (E,E 1 ,..., L,) m D , r A Ad T 

<r>o-' Tr’f , 

creA(d- g -l) TGA(d-q) 


^ 1 ®r(E, El, 

T>cr' 

reA(d-q) 


( 


\ 



J2 eA<*) £ <r( T ) 

cr£A(d—q—l) 

\ T>a>cr' 


m d,t A M. t . 
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Or pour tout r 6 A(d — q) tel que r > cr', on a : 

Y Ea'((T)£a(T) = 0 , 

a£A(d—q— 1) 
r>cr>cr / 

du fait de la relation <9 of) = 0 dans le complexe simplicial associe a la triangulation 
de induite par A\{0}. 

Le theoreme est done demontre. 


Remarque 6.3.2. Pour tout couple d’entiers positifs (p,q), on introduit le Z- 
module : 


C«(A,p)= 0 A p (’" L )- 

rGA(d-q) 


On definit egalement un cobord d : C q (A,p) —> C q+1 (A,p) de la fagon suivante : 


d:C q {A,p) —> C q+1 (A,p) 


® T ,_, /T\ 

Xr vX/ 

r£A(d—q) crgA(d— q— 1) 


/ \ 

y, 

T>a 

\r£A(d—q) ) 


Danilov a demontre (cf. ||Ua|| , 12.4.1) que le q cme groupe de cohomologie du com¬ 
plexe (C'*(A,p)®C, d) est isomorphe a // P,9 (P(A)(C)). En reprenant les notations 
du theoreme ( p.3.1|) , on peut associer au courant ci(Li) ■ ■ ■ ci(L q ) un element 
C(Li ,..., L q ) de C q ( A, q) defini par : 


C(L 1 ,...,L q ) = 


© ( 

rGA (d—q) 


-(El, . . . , L q ) M 7 


D’apres l’alinea (2) de ( |6.3.1|) , on a dC(L i,..., L q ) = 0 ; et done C(L \,..., L q ) 
definit un element de Lf 9,,? (P(A)(C)) dont on peut montrer qu’il coincide avec 
la classe C\ {L\) ■ ■ -ci(L q ) par l’isomorphisme evoque precedemment. On retrouve 
ainsi grace au (3) du theoreme (|6.3.1|) la structure multiplicative de H 2 *( P(A)(C)). 


l’eventail A est regulier, la famillc d’entiers 
L q )) T &A(d-q) est un poids de Minkowski de codimension q de A au 


Remarque 6.3.3. Comme 
(u r (_bl, . 

sens de [F5 


On deduit immediatement du theoreme (|6.3.1| ) le corollaire : 

Corollaire 6.3.4. Soient L\,..., L q des fibres en droites au-dessus de P(A) mu¬ 
nis a I’infini de leur metrique canonique; on a : 

Supp(c 1 (L 1 ) • • -ci(L q )) C [J C T . 

reA {d—q) 
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On note S^ le tore compact Sn muni de l’orientation canonique 

induite par le choix de M.{ o}, et dpfi la forme volume canonique @(A1{ 0 }). On 
peut alors enoncer un second corollaire : 

Corollaire 6.3.5. Soient L 1; ..., L d des fibres en droites au-dessus de P(A) mu¬ 
nis a I’infini de leur metrique canonique; pour toute fonction f de classe C°° sur 
P(A)(C), on a : 


'P(A)(C) 


f c\(Li) A • • • A cfiLfi) = deg(ci(Li) • • • cfiLfi)) / / d/i + . 


Demonstration. D’apres le theoreme ( |6.3.1|) , il existe une constante 
a{ 0 }(Li ,..., L d ) G Z telle que : 


'P(A)(C) 


/ cfiLfi) A • • • A cfiLfi) = a {0} (Li, ...,L d ) f d/a + . 


On prend / = 1 et le resultat decoule alors directement de (|4.7.6| ). 


Remarque 6.3.6. En prenant L — L\ — ■ ■ ■ — L d dans le corollaire ( 16.3.5 ), on 
constate que la metrique canonique ||.||l i0 o est une solution an premier probleme 
de Calabi pour la forme volume singuliere 6 S + A dpfi sur P(A)(C). 


Remarque 6.3.7. Soient K\. . ... K d des polytopes convexes de Mr a sommets 
dans M tels que K = K\ + • • • + K d soit d’interieur non vide. Soient A' un 
raffinement regulier de A l’eventail associe a K comme au theoreme Q2.4.1|) et a 
la remarque (|2.4.4| ), et E[,..., E' d les diviseurs horizontaux invariants sur P(A') 
associes k Ki,, K d respectivement comme au ( [2.4.41 ). En remarquant que le cal- 
cul de Ci(E l oo ) • • • cfiE d oc ) ne necessite pas de connaitre A' mais seulement A et 
les fonctions supports fixn • • •, fi’Ka, on deduit du theoreme ( |6.3.1| ) un algorithme 
efficace pour le calcul du volume rnixte : 

V(K U ... ,IQ) = idegfdts;^) • • 


6.4. Diviseurs elementaires. 

Dans ce paragraphe on etablit un raffinement de ( |6.3.4j ) dans le cas oil les 
fibres en droites consideres sont des faisceaux associes a des diviseurs invariants 
elementaires. Cela nous permet de construire de maniere canonique une section 
du morphisme d’anneaux : [■] : Af(P(A) R ) —>• H 2 *( P(A)(C),M). 


Theoreme 6.4.1. Soient Di = Vfirfi),... ,D q — Vfirfi) pour q ^ d des diviseurs 
invariants elementaires; on a : 


SuppIdlotAU-cloAJJIc |J c T . 

r^A(d-q) 

T <ffEAmax 
<T>Tl,...,T q 
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Demonstration. On suppose dans un premier temps que q — 1. Par definition, 
la fonction support 4/^ de D l est nulle sur tout cone maximal a G A max ne 
contenant pas T\. L’enonce pour q — 1 est alors une simple consequence du 
theoreme (|6.2.3| ). 

On suppose maintenant que q 


> 


1. Le support du courant Ci((P(Di) 00 ) • • • 
ci(C , (D g ) oo ) est inclus dans celui de ci^O^Di)^) (on peut voir cela en approchant 
la metrique canonique sur O(Di) par une metrique C°°). On deduit de ce qui 
precede et du theoreme (|6.3.1| ) que : 


SupptdtOtBOJ-.-dtOtB.UJc |J C T . 

rGA(d— q) 
t<c tGA 

max 

C>T1 


Le courant ci(C ) (Di) oc ) ■ • • ci(0(D q ) ) etant independant de l’ordre des diviseurs 
Di,..., D q , il vient : 

Supp(c 1 (O(A) 0 o )---c 1 (OC^)J)c |J C T . 

T£A(d—q) 

T ^^£A ma x 
<r>ri,...,Tq 


On a alors le corollaire suivant : 


Corollaire 6.4.2. Soient D\ = V(t\), ... ,D q — V{r q ) pour q ^ d, des diviseurs 
invariants elementaires tels que Di ■ ■ ■ D q — 0 dans CH*{ P(A)) (i.e. tels que le 
cone r = M + r! + • • • + M + r g ne soit pas un element de A ). On a : 


Ci(O(D 1 )J...c 1 (O(D q )J = 0. 


Demonstration. Comme r ^ A, on ne peut pas trouver a € A max tel que 
T\,... ,r q soient des faces de a (sinon r serait une face de a, et done un element 
de A). On deduit de ( |6.4.1|) que Supp(ci(O(Di) 0O ) • • • ci(0{D q ) oo )) = 0, et done 
que c,(O(D0 J • • • c, (OiDjj = 0. 

On deduit de (|6.4.2| ) et des theoremes 
phisme d’anneaux : 

? : i/ 2 *(P(A)(C),M) — A f *(P(A) R ) 


2.5.7) et (|6.2.3|) qu’il existe un mor- 


tel que pour tout g-uplet (D i,..., D q ) de diviseurs T-invariants sur P(A), on ait : 

sMOiDj) ■ ■■ci{0{D q ))) = Cl (0(Djj ■ ~ Cl (0(DjJ. 

D’apres (|4.7.6|) , q est une section du morphisme classe [•]. 


Remarque 6.4.3. Soit A q ( A) le groupe des poids de Minkowski de codimension 


q pour A tel qu’il est defini dans fH. On note f : M 9 (A) -> ^(P(A) R ) le 
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morphisme de groupes defini par l’identite : 

£(©TgA(d—q)®r) E * L + 0(M T ) A- 

TGA(d-q) 

On note egalement £ lc morphisme ,44 (A)®®. —> A q (P(A)r) obtenn par extension 
des scalaires a partir de On peut alors factoriser l’application c, de la fagon 
snivante : 

A 9 (A) 0 R-— A?(P(A) r ) 

H 2 *( P(A)(C),M) 

D’apres la remarque ( |6.3.2| ), le morphisme <f est un iso morphisme ; de plus il induit 
par restriction un isomorphisme d’anneaux gradues : 

g : H 2 *( P(A)(C),Z) —♦ X(A). 

L’alinea (3) du theoreme ( |6.3.1|) redonne la structure multiplicative de ^4*(A) 
induite coniine dans ||F5|| par la structure d’anneau naturellc de l’anneau de 
Chow operatoriel de P(A). On retrouve ainsi , sous li n e forme differente, cer¬ 
tains resultats de |[h'S||. 



7. Geometrie d’Arakelov DES VARIETES TORIQUES 

Dans toute cette partie, P(A) designe une variete torique projective lisse de 
dimension absolue d + 1. 

On montre tout d’abord que les multihauteurs “canoniques” de P(A) (c’est-a- 
dire cellos relatives a des fibres en droites munis de leur metrique canonique) sont 
nulles. On en deduit un resultat remarquable : La hauteur d’une hypersurface 
dans P(A) relativement a un fibre en droites muni de sa metrique canonique est 
essentiellcment donnee par la mesure de Mahler du polynome qui la dehnit. 

On construit enhn de maniere canonique une section du morphisme d’anneaux : 

(:CHUX)^CH*(X). 

L’existence d’une section canonique pour ( etend les enonces d’annulations de 
nombres arithmetiques obtenus dans un premier temps et conduit a une descrip¬ 
tion de la structure de l’anneau CH- mt (X). 
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7.1. Annulation des multihauteurs. 

L’enonce suivant est un cas particulicr de ( [^ha|| , th. 2.4). On peut 
consulter (||Zha||, conj. 2.5, 2.6 et th. 2.9) pour des enonces proches de 


egalement 

celui-ci. 


Proposition 7.1.1. Soient L 1)00 , ..., L d+lj00 des fibres en droites sur P(A) mu¬ 
nis de leur metrique canonique. On a : 


h L 1 , 00 ,...,L d+hoo (^ > (^)) ~ O' 

En particulier, pour tout fibre en droites sur P(A) muni de sa metrique canonique 
L^, on a : 


h z JP(A)) = 0. 

Demonstration. Soit p un entier strictement superieur a 1 et considerons l’en- 
domorphisme [p] : P(A) —■» P(A) defini au (|2.2.18|) . D’apres la proposition (|3.4.2| ), 
on a pour tout 1 ^ i ^ d + 1 : 


[p]*(L ii00 ) ~ (L it00 y. 


On tire de cela que pour tout 1 ^ i ^ d + 1, 


Ci([p]*(L ii00 )) = ci((^i,oo) p ) =pci(L it0O ). 


On obtient done : 

(7.38) deg(ci([p]*(Li )00 )) • • • di(\p\*(L d+li00 ))) 

= p d+l deg(ci(Li j00 ) • • • Ci(L d+ i )00 )). 
D’autre part, on a d’apres les alineas (5) et (7) du theoreme ( |5.5.6|) : 
deg(ci([p]*(Li i00 )) • ■ ■c i ([p]*(Z, <i+lj0 o))) 

( 7 . 39 ) = h Tl ^ Td+1 J\pfiW>(A)) 

= /^,..,x d+1 ,J p ( A )) 

= p rf deg(0(Li,oo) • • -ciCLd+i,oo)). 

Connne p > 1, la conjonction de ( [7.381 ) et de ( [7.39| ) implique que : 

/i X 1 , 00 ,..„L d+1 , 00 ( p ( A )) = deg(ci(Li i00 ) • • ■ci(I, i+ i )00 )) = 0. 
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7.2. Hauteurs canoniques des hypersurfaces de P(A). 

Proposition 7.2.1. Soient Li )00 ,..., Ld )00 des fibres en droites sur P(A) munis 
de leur metrique canonique et soit s une section rationnelle non nulle d’un fibre 
en droites L sur P(A). Soit alors D un diviseur T-invariant sur P(A) tel que 
L ~ O(D) et notons sd la, fonction rationnelle sur P(A) correspondant a s par 
cet isomorphisme. On a : 

h L l00 ,...,L d Jdiys) = degicfiL,) ■ ■■c 1 {L d )) / log\s D \dfi + . 

J sf 


Demonstration. Soit ||.||oo la metrique canonique de L et notons L^ = (L, ||.||oo)- 
Suivant l’alinea (6) du theoreme ( |5.5.6|) il vient : 


hr t (divs) 

hl,oor")-^d,cx) ^ ' 

= ^Ll.oc,..,Ld,oc,Roo( P ( A )) + 


'P(A)(C) 


log || 51| qq Ci(Z/i j00 ) • • • C\ (7^rf,oo) j 


d’autre part on sait que hj x ^ ^ ^ 00 (P(A)) = 0 du fait de la proposition 

( [f.l.l| ). On termine alors la demonstration en utilisant le corollaire ( |6.3.5|) et en 
remarquant que ||s||oo = \ s d \ sur S N . 


Definition 7.2.2. Soit s une fonction rationnelle non nulle sur P(A). On appelle 
mesure de Mahler de s et on note M(s) le nombre reel : 


M{s) = / log |s| d/i + . 

Js+ 

La proposition suivante est une consequence immediate de la demonstration de 
( |[BGS|| , prop. 1.5.1). 


Proposition 7.2.3. Soient n un entier positif et U un ouvert de C n . Si F est 
une fonction meromorphe sur U x P(A)(C) dont le diviseur divP est plat sur 
U (relativement a la premiere projection), alors la mesure de Mahler M(F(u, •)) 
depend continument de u. 


7.3. Un exemple. 

Plagons nous sur P^ vu connne variete torique de fagon standard, et soit P G 
Z[X 0 ,... ,X n ] un polynome homogene de degre k G N*. Le polynome P definit 
une section globale (encore notee P ) de 0(k ) et la hauteur de l’hypersurface div P 
est donnee d’apres la proposition ( [7.2.1| ) par : 

j /»27 t /*2n 

h m JdivP) = M(P) = j^ I j / log \P(e- e °,...,e ie ")\d9 0 ---d9„. 
On peut trouver dans certains cas une formule explicite pour M(P). 
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Soit par exemple la forme lineaire P(X 0 , ..., X n ) = aoX 0 + ■ ■ • + a n X n avec 
(a 0 , • • •, a n ) e C n+1 — {0} et notons I(a 0 ,.. ., a n ) = M(a 0 X 0 + • • ■ + a n X n ) sa 
mesure de Mahler. 

On deduit de la formule de Jensen 1’egalite : 

J(a 0 ,ai) = logSup(|a 0 |, |ai|). 

Le calcul de /(do, ai, a 2 ) est plus delicat et fait l’objet de l’enonce suivant, obtenu 
en collaboration avec J. Cassaigne : 

Proposition 7.3.1. 

1. Si |a 0 |, |a. 1 1 et \a 2 \ sont les longueurs des cotes d’un triangle du plan (i.e. 
verifient les inegalites |a*| ^ \aj\ + \ak\ avec {i,j,k} = {0,1,2},) alors : 

Oi\ Oi2 1 

I(a Q , ai, a 2 ) = — log \a 0 \ H-log |ai| H— 1 log \a 2 \ + —V 

IT IT IT IT 

ou V(-) designe le dilogarithme de Bloch-Wigner defini par : 

T>(z) — 3f(li 2 (z) + log \z\ log(l — z)) pour z G C\{0,1}, 

et ou a 0 , a i e t ex 2 sont les mesures principales non orientees des angles 
aux sommets A 0 , A 1 et A 2 d’un triangle du plan T = (A 0 , Ai, A 2 ) tel que 
|do| = A\A 2 , 1 0 , 1 1 = AqA 2 et |a 2 | = AqA\. 

2. Sinon, 



J(a 0 ,ai,a 2 ) = logSup(|a 0 |, |ai|, \a 2 \). 

Demonstration. Demontrons tout d’abord l’assertion (1). Les expressions con- 
siderees etant symetriques du fait de l’equation fonctionnelle verifiee par Z>(-), on 
peut supposer que |a 0 | ^ |ai| ^ \a 2 \. On a, en toute generality, les relations : 

| i*2ty p2ir n2i r 

J(a 0 , ai, a 2 ) = ——— / / / log I a 0 e lB ° + Gqe* 01 + a 2 e* 02 1 d9od9\d9 2 

(27r) d J o Jo Jo 

j /» 27 T /» 27 T 

= To—TT / / l°g 11 a oI + loile* 01 + |1 e 1 ^ 2 1 d9\d9 2 

(2vr) 2 Jo Jo 

1 i 2n 

(7.40) = — / log Sup (11 a 0 1 + |ai|e* ei | , |a 2 |) d9i, 

2t Jo 

la derniere egalite etant obtenue par application de la formule de Jensen. On pose 
alors a = tt — a 2 et on verifie que | |a 0 | + |ai|e la | = |a 2 |. On deduit de cela et de 
( [T.JC| ) la relation : 
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ce dont on tire : 


(7.41) 


/(%,«!, 02 ) = — log|a 2 | + — log |ao| + — log a 0 | 

7T 7T 7T 

1 

+ 2^ 


pa 

/ log 

1 + 

&\ 

e m 

/-a 


ao 



dd 1 , 


puisque a = ao + ot\. 



Enfin, 


1 

27T 


pa 

/ log 

1 + 

a.i 

e idl 

/ —OL 


a.Q 



de 1 = —3? 
2vr 

1 

= —^ 
2vr 


log 11 + 
log(l - z) 


a 1 
ao 

dz 




dd 1 


oil L est un chemin allant de (—|ai/ao|e 101 ) a (—|ai/ao|e* a ) d’indice zero par 
rapport a 0 et 1. 
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On en deduit que : 


1 

27T 


pa 

/ log 

1 + 

ai 

e m 

La 


ao 



(16 


i 

1 

2tt 

1 

2tt 

1 

71 


di 

«0 


= 


li 2 


= -V 

TT 

= -V 

7T 


cq 
ao 
a i 
o-o 


ai 

ao 
a i 
ao 

Ja 2 

o* Q 2 




- li 2 

J_c 

2tt 


ai 

ao 


ai 

ao 


3 —*a 2 


o* Q 2 


-log 

71 

ot 1 , 

H-log 

TT 


Oi 

ao 

ai 

ao 


log 1 


ai 

a 0 


o 2a 2 


ce qui ajoute a ( [7.41|) donne le resultat annonce. 

Plagons nous maintenant sous les hypotheses de l’assertion (2). Les expressions 
considerees etant symetriques, on peut supposer que |a 0 1 + | a x | < |a 2 |. Le resultat 


se deduit alors directement de la relation (|7.40|) . 


Remarque 7.3.2. La proposition ([7.3. 1|) generalise certains resultats partiels 
dus a Smyth (cf. 0. voir egalement 


). Pour un point de vue moderne sur 
la rnesure de Mahler, on peut consulter ||Dcn|| . On peut s’inspirer de 1’approche 
de ( |Dcn|| , §3) pour donner une interpretation de la proposition ([7.3. 1|) dans le 
langage de 1a, K-theorie et des structures de Hodge-Tate mixtes. 

Remarque 7.3.3. Si Lon considere le plan euclidien comme le bord du demi- 
espace de Poincare "TO muni de la metrique hyperbolique usuelle, le nombre 
intervenant dans la proposition (|7.3.1|) est le volume du tetraedre 


V 


0 UX2 


hyperbolique ideal dans 7d 3 de sommets (A 0 , Ai, A 2 , oo). 


7.4. L’anneau de Chow arithmetique generalise d’une variete torique. 

L’objet de cette section est de prouver le resultat suivant : 

Theoreme 7.4.1. Soit P(A) une variete torique projective lisse de dimension 
relative d sur Spec 7L. II existe une unique section <f du morvhisme C : C7/ ir , t (P(A)) 
C7C(P(A)) telle que : 

- <f soit un morphisme d’anneaux; 

- pour tout fibre en droites L sur P(A), on ait <f(ci(L)) = Ci(Loo). 

On montre tout d’abord le lemme suivant : 
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Lemme 7.4.2. Si D i,..., D q (q A d) sont des diviseurs T-invariants elementaires 
tels que D x ■ ■ ■ D q = 0 dans CH*( P(A)) ; alors : 

c 1 (O(D0J".a 1 (O(AjJ= 0 dans CH^ P(A)). 

Demonstration. On a : 


C&iiOiDjJ ■ ■■c 1 (0(D q )J) = c 1 {0{D 1 )). .. Cl (0(D q )) = 0. 


De plus, 


u(c l {0{D 1 )J • • • 6i(0(D q )J) = KiOiDjJ ... d(0(£) ff ) J = 0 

d’apres le corollaire (|6.4.2|) . II existe done a G D 9_1,9_1 (P(A)r) tel que : 
(7.42) £i(0(D{jJ • ■■c 1 (0{D q )J = [(0,a)] dans ® int (P(A)), 


et conime dd c a = 0, on peut choisir a dans Z 9_1,9 ^ 1 (P(A) K ). 

Soient maintenant L q+ i i0O ,. .., L d+ 1 )00 des fibres en droites sur P(A) munis de 
leur metrique canonique. On deduit de (|7.42|) la relation : 


deg(ci(C?(D 1 ) 00 ) • ■■c 1 (0{D q )J ■ c 1 (L q+hoo )... c 1 {L d+1)00 )) 

= i/ 

2 J P(A)(C) 

ce qui entraine, d’apres la proposition (|7.1.1|) que : 


oi ci(L q+ i ,oo ) • • • ci(L d +i ,00)5 


(7.43) 


/P(A)(C) 


Cl Cl (^g+l,oo) ' Cl ( L d _ )-l : oo) 0; 


quels que soient les fibres en droites L q+ 1 ,..., L d+ 1 choisis. 

Comine l’anneau de cohomologie de De Rham de P(A) est engendre par les 
classes des diviseurs dans P(A) (cf. theoreme p.5.7|) , on deduit de (|7.43|) et de 
( |4.7.6|) que : 


/ a A f3 — 0, 

J P(A)(C) 

quel que soit f3 G TT Z- ' ? ’ d-9 (P(A)(C)R) et ceci implique par dualite de Poincare 
que o = 0 dans D' ?_1 ’ ij_1 (P(A)(C)k). 

On passe maintenant a la demonstration du theoreme (|7.4.1|) . En reprenant les 
notations du theoreme (|2.5.71 ), soit <f : S —> Ci7 int (P(A)) lc morphisme d’anneaux 
defini par <f(t T ) = c\[0(V (r)) 0O ) pour tout r G A(l). On deduit de la proposition 
( b-4.1| ) et du lemme ( |7.4.2| ) respectivement les inclusions J C Ker<f et X C Ker A 
On conclut la demonstration en utilisant le theoreme (|2.5.7p. 
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8. Un theoreme de Bernstein-Koushnirenko arithmetique 

Ce chapitre est consacre a etablir, comme application des resultats des pages 
qui precedent, un analogue arithmetique du theoreme de Bernstein-Koushnirenko. 
Rappelons que ce theoreme fournit une borne du nombre de zeros communs dans 
(C*) n a n polynomes de Laurent P\, ... , P n dans C[Ad, Xfi 1 ,..., X n , A” 1 ] en 
terme de volumes mixtes associes aux polyhedres de Newton de Pi,..., P n . 

Lorsque P\,... ,P n appartiennent a Z[Xi, Xf 1 ,..., X n , A 7 "” 1 ] nous demontrons 
une majoration sur la hauteur de leurs zeros communs (cf. corollaire ( |3.2.3|) ). 
Cette majoration fait intervenir un certain invariant reel L(V), associe a un poly¬ 
tope convexe V dans M, que nous dehnissons et etudions dans la section (H). 


8.1. A propos d’une constante associee a un polytope convexe. 

8.1.1. Definitions et proprietes. Soit V un polytope convexe dans a sommet 
dans M que Ton suppose d’interieur non vide (si tel n’est pas le cas, on s’y ramene 
en se plagant dans M' — M fl (MV + M(—V)). 

On note A l’eventail dans N associe a V par le theoreme (|2.4.1|) et P(V) la 
variete torique P(A). On note egalement E l’unique diviseur de Cartier horizontal 
T-invariant sur P(V) tel que K E = V. D’apres ( p.4.1|) , on sait que le faisceau 
O(E) est ample. 

On associe alors a V la constante reelle L(V) dehnie de la maniere suivante : 


L(V) = Sup I Sup log ||s(x)|| E ,oo - M(s) 
ser(P(v)(C ),o{E)) V*eP(V)(C) 

Proposition 8.1.1. La constante L(V) est bien definie et est positive. 

Demonstration. La difference : 

Sup log ||s(x)|| E)00 — / log |s(t)| dp + 
ieP(V)(C) Js+ 

ue change pas lorsque s est multipliee par une constante A 6 C*. On a done : 


L(V) = Sup I Sup log || s(x) || e,oo ~ M(s) 

seP(r(P(V)(C),<?(£))) ya;eP(V)(C) 

Comme dim c T(P(V)(C), O(E)) est finie, P(r(P(V)(C), 0{E))) est compact et 
Ton deduit de la proposition (|7.2.3| ) que |L(V)| < +cx). Enfin pour toute section 
s G r(P(V)(C),C>(E)), on a : 


log \s(x)\dp + ^ Sup log ||s(t)|| E)C 


zeP(v)(C) 


I S'” 1 ” 

°N 


dp + = Sup log || s(x) H^oo, 

;reP(V)(C) 


et done L(V) ^ 0. 
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Proposition 8.1.2. Soient A' un eventail complet dans TVr et E\ un diviseur 
de Cartier T-invariant sur P(A') tel que O(Ei) soit engendre par ses sections 
globales. Si Von note V i — K El C Mr le polytope convexe a sommets dans M 
associe a E\, alors on a : 


L(Vi)= Sup Sup log||s(x)|| Eli00 - / log |s(x)| dpA ) . 

S Gr(P(A')(C),o(Ai)) \^eP(A')(c) Js+ J 

Demonstration. On pose V' = MVi + R(—Vi) et on note M' = M C\V'. Soit 
M" un sous-groupe de M tel que l’on ait : M = M' © M" ; on tire : 

T{ C) = Spec(C[M']) x Spec(C[M"]) = G^ M '(C) x G^ M "(C). 

Notons pri la premiere projection et soit m G M'. Par construction, m induit 
un caractere Xv, sur Gj| M, (C) C P(Vi)(C). Du fait de l’inclusion M' C M, m 
induit egalement un caractere Xa' sur T(C) C P(A')(C) et les deux caracteres 
sont lies par la relation : 


X2' = X^° pri= pris¬ 
on note E[ le diviseur de Cartier T-invariant sur P(Vi), dont l’existence est 
assuree par le theoreme ( |2.4.1|) , tel que K E [ — Vi et E[ est ample. D’apres la 
proposition (|2.3.10|) , on dispose d’un isomorphisme canonique : 

prl : r(P(Vi)(C), 0(E[)) — ► r(P(A')(C), o(E \)). 

Pour tout s G r(P(Vi)(C), 0(E[)) et x G T(C), on a : 


lb r *( s )(X)lk,oo = lb(pD(k)!Ui,oo, 

et comme Gj| M, (C) (resp. T(C)) est dense dans P(Vi)(C) (resp. dans P(A')(C)), 
on a : 


Sup \\pr{ (s) (x) = Sup ||s(a: , )IUi,oo 

a;GP(A')(C) a:'eP(Vi)(C) 

De plus, pour tout s G r(P(Vi)(C), 0(E[)), on a : 



log |pr (s) (A) | dp + 



log |s(x / )| dp + . 


On en deduit que : 


£(Vi) = 


Sup 


ser(p(Vi)(C),c>(A;)) \ s , gp(Vi)(C) 


Sup log|| S k)|Upoo - / log |s(V)| dp 


S N> 


Sup 


sGr(P(A')(C),0(Ei)) Va:eP(A')(C) 


Sup log ||s(a ;)|| Eli0 0 - / log \s(x)\dpC 
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Proposition 8.1.3. (Fonctorialite). Soient Vi et V 2 deux polytopes convexes 
dans M et soit V = Vi + V 2 . Pour i G {1, 2}, on a : 

L(yi) < L(V). 


Demonstration. II suffit de demontrer le resultat pour % — 1. 

On suppose que V est d’interieur non vide (si tel n’est pas le cas, on s’y ramene 


en se plagant dans M' = Mfl(lV+R(-V)). D’apres le theoreme ( |2.4.3|) , il existe 
des diviseurs de Cartier T-invariants E\, E 2 sur P(V) tels que Ton ait Ke, = V,; 
pour i G {1, 2}. Les faisceaux inversibles O(Ei) et 0(E 2 ) sont engendres par leurs 
sections globales et Ton a E = E x + E 2 . 

Soit Si G r(P(V)(C),0(£i)) et soit x 0 G P(V)(C) tel que : 

\si(x) 


|si(^o)||ei,oo = Sup 

xeP(v)(C) 


I-Ei,oo- 


On peut trouver a G A max tel que xq G C a . 

On deduit de l’egalite E — E\ + E 2 que mv, ( T = my U(T + mv 2i(T . D’apres le 
theoreme (|2.3.14j) on a m V2ia - € V 2 , et done Si (g>x mv2 ’ <T G r(P(V)(C), O(E)). De 
plus grace a la proposition (|3.3.1|) on peut affirmer que : 

||si ® / \' mv2, ‘ T (a:o)||E,oo = ||si(%)IIEi,00 

et done que : 

Sup ||si ® x mv2 ’ CT (a;)|| Ei00 ^ Sup ||si(a;)|| EliOC) . 

xGP(V)(C) xeP(V)(C) 


Comme f s + log || dp + = 0, on deduit finalement de la proposition (|8.1.2|) 
la majorat ion : 


L(Vi) = Sup I Sup log ||s 1 (x) ||e 1)0O / log | Si(x) | dp H 

sier(P(V)(C),0(Ei)) V a;eP(V)(C) 


ls+ 


^ Sup I Sup log ||s(x)||e,oo - / log\s(x)\d^ 
ser(P(V)(C),o(E)) \xeP(V)(C) Js+ 

= i(V). 


8.1.2. Majoration de L(V). Dans ce paragraphe, V designe un polytope convexe 
dans Mr a sommets dans M et suppose d’interieur non vide (si tel n’est pas 
le cas, on s’y ramene en se plagant dans M' — M O (MV + M(—V))). On note 
Vo l’ensemble des sommets de V et A l’eventail complet associe a V par la 
construction du theoreme ( [2.4. 1|) . On note E lc diviseur ample sur P(A) associe 
a V par cette construction; on sait que K E = V. 

D’apres la remarque ( j2.4.4| ), il existe un raffinement A' de A tel que P(A / ) est 
projective et lisse. On note z* : P(A') —> P(A) le morphisme equivariant induit 
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par 1’inclusion i : A' > A et on pose E' = (i*)*(E). On sait alors que Kp> = V 
et le faisceau inversible O(E') est engendre par ses sections globales. 

Suivant Lelong (cf. ||Lel|| ) on definit ponr n un entier strictement positif les 
constantes suivantes : 


1 n_1 1 

c » 4 et 

2=1 


et 


C n = 0 pour n = 1, 


2n —2 .. +oo .. 

g = Et + E 


Z=1 


i=2n—l 


La proposition suivante est une consequence directe des enonces donnes dans 

EH : 


Proposition 8.1.4. Soit P G CpA,..., X n ] un polyndme, on a : 

Sup log \P(zi, ...,z n ) | - M(P) < (C n + C’ n ) degP. 
M^i 

1 <z<n 


Demonstration. Voir |[Lcl|| , th. 2, prop. 4 et equation (14). Voir aussi |[Lc2| 


A tout a G A( nax on attache un nombre reel L(a) que l’on definit de la fagon 
suivante : 


L{a) = Sup I Sup log ||s(x)|| E / iC 
ser(P(A')(C),0(S'» \xGCa 


I Q+ 

J AT 


log |s(x)| d/P 


L’eventail A' etant complet, on deduit des propositions ( |3.2.3|) et ( |B.1.2|) l’egalite : 


(8.44) 


L(V) = Sup L(a). 

cgA' 


Pour tout a G A^^, on choisit fi, . . . , fd une famille generatrice de a (qui est 
done une Z-base de N ) et on note /*la base duale de M. 

Dans la carte affine <p : U a (C) —> C d donnee par <p(x) = {%), ■ ■ ■, X**( x ))i 

1’ensemble C a est defini par les conditions : 

C a = {z E C d : \zi | < 1,..., \z d \ P 1}. 

Soit s G r(P(A , )(C),C(P'))- Dans la carte affine U a { C), la fonction rationnelle 
Q = s ■ Y _mB ’ CT est un polynome. Comme 


log \Q\ dp + = log \s ■ x 


~ m E,° I dll + = 


dp/ = / log|s|d/x , 


>s+ 


et que pour tout x G C a on a : 

log || s ( a; )IU,oo = log|Q(z)|, 
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on obtient d’apres la proposition (|S.1.4|) la majoration : 


Snp log ||s(x)|| B ,, 

XGCa 


log |s| dn + = Sup log \Q(z)\ — M(Q ) 
<(C d + C ' d ) deg(Q). 


(8.45) 

An vu de la description des sections globales de O(E') que Ton deduit de la 
proposition ( |2.3.10|) , il vient : 

deg Q ^ Sup ||m||i = Sup ||m||i, 

m6(Vo-m E /J 


oil l’on a pose ||m||i = Yli=i l< /*, m >\. On deduit de cela et de (|8.45|) la majo¬ 
ration : 


(8.46) 


L(cr) ^ (C d + C' d ) Sup ||m||i. 


Les relations (|8.44|) et (|8.46| ) fournissent un precede theorique pour l’obten- 
tion d’une majoration de l’invariant L(V). Malheureusement, 1a, determination 
de l’eventail A', et a fortiori de 1a, base f dl repose non seulement sur la, 

connaissance de la, geometrie du polytope V rnais egalement sur les proprietes 
arithmetiques de l’eventail A. II n’est done pas possible, en general, de trouver 
une majoration de degQ en fonction de la geometrie du polytope V uniquement. 


On suppose desormais que V est un polytope absolument simple, ce qui nous 
autorise a poser A' = A. On donne, dans ce cas, une majoration totalement 
explicite de l’invariant L(V) en terme de la combinatoire du polytope V. 

Pour tout S G Vo on note h(S ),..., ld(S) la base de M associee an sonnnet S 
connne a la proposition ( j2.3.20| ). 

Pour tout S G V 0 et tout P G (V 0 M) on peut trouver a[ S \P ),..., ap (P) 
des entiers positifs tels que : 

d 

P-S = Y.a\ S \PV,(S). 

i= 1 

On pose alors : 

d 

«s(P) = y>f(P) e N. 

2=1 

Definition 8.1.5. On appclle norme du polytope convexe absolument simple V 
et on note IV(V) l’entier strictement positif defini par : 

N(V) = Sup Sup Ns(S'). 

sevo s'ev 0 \{S} 
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Proposition 8.1.6. Soit V un polytope convexe absolument simple dans M. On 
a : 


L(X)^(C d + C' d )N(V). 


Demonstration. On deduit des definitions l’inegalite : 

Sup ||m||i = Sup N mE ^S) ^ iV(V), 

m6(V 0 -m Bi „) SeV 0 \{m E:tT } 


valable pour tout a G A max , 
result at annonce. 


ce qui joint aux relations (|8.44|) et (|8.46|) donne le 


8.2. Un theoreme de Bernstein-Koushnirenko arithmetique. 


8.2.1. Rappels. Soient A" G Z p ( P(V)) et Y G Z g (P(V)) deux cycles effectifs tels 
que p + q ^ d + 1. On note W ±,..., W r les composantes irreductibles de l’inter- 
section (ensembliste) |A| 0 |U|, ce qui nous perrnet d’ecrire : 

|A|n|F|= U Wi. 

Pour tout 1 ^ ^ r, on a : 


(8.47) 


dim Wi ^ p + q — d — 1. 


On dit que W t est propre si (|8.47| ) est une egalite, et que Wj est impropre sinon. 
On definit alors la partie propre (A • U) pr de 1’intersection de X avec Y par la 
formule : 


(X-Y) w = Y. TYliWi G Z p j r q_ d _ i(P(V)), 

Wi propre 

oil m l designe la multiplicite d’intersection de A" avec Y lc long de Mq donnee 
par la formule des “Tor” de Serre. En d’autres terrnes, (A" ■ U) pr est la sonmre 
des composantes propres de l’intersection de A" avec Y comptees avec leur mul¬ 
tiplicite. 

Si A", Y et Z sont trois cycles effectifs de P(V), alors on a : 


((A • y) pr ■ Z) w = (A • (Y ■ Z) pr ) pr , 

et dans toute la suite on ecrira (A ■ Y ■ Z) pr pour designer Tun on 1’autre de ces 
cycles. 

Pour plus de details sur ces questions, on peut consulter ( ||BGS|| , §5.5) d’oii est 
extraite notre presentation. 

Ceci etant rappele, nous enongons les resultats que nous avons en vue : 
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8.2.2. Presentation des resultats. On se place sur P(A') une variete torique pro¬ 
jective lisse de dimension relative d, associee a un eventail A' C iV H . 

On considere E\,..., E d des diviseurs de Cartier horizontaux T -invariants sur 
P(A') tels que lcs faisceaux inversibles O(Ei),... ,0(E d ) soient engendres par 
leurs sections globales. On pose E = Ei + • • • + E d et on note V = K E , Vi = 
K El , ■ ■ ■) Vd = K Ed les polytopes convexes a sommets dans M associes a E, 
Ei ,..., E d respectivement; on sait d’apres (|2.3.15|) que V = Vi + • • • + V d . On 
supposera ici que le polytope V est d’interieur non vide. 

Theoreme 8.2.1. Soient si,... ,s d des sections regulieres non nulles sur P(A') 
des faisceaux 0(E\), ..., O^Ef) ; et notons div si,..., div s d respectivement le lieu 
de leurs zeros. On a I’inegalite : 


h- m J(divs 1 • • - div s d ) pT ) 


d 

A 

i =1 


deg (E ■ Ei ■ ■ ■ Ei ■ ■ ■ E d ) 


deg(l? fl 


h 


C(E) c 


(div s*) 


J2HVi)deg(E-Ei---E i ---E d ), 


i =1 

oil le symbole Ei signifie que Von omet ce terme dans le produit d’intersection 
considere. 

En utilisant le fait que : 

deg(E ■ Ei - ■ -Ei - ■ ■ E d ) = d\V(V,Vi,... ,Vi,... ,W d ), 

ou V (V, Vi,..., Vi,..., Vrf) designe le volume mixte des polytopes V, Vi,..., Vi, 
..., Vd (voir par exemple ||0da| , §A.4 et p. 78-79, et aussi ||Fu2[ | , §5.4) et l’egalite : 

h o(E) 00 ( div s i) = deg(^) M(si), 

valable pour tout 1 ^ i ^ d d’apres la proposition (|7.2.1| ), on peut reecrire la 
majoration du theoreme (|8.2.1|) sous la forme : 

(8.48) /iopy ((divsi • • -divs d ) pr ) 


i= 1 


^d\ ^V(V,V 1 ,...,Vi,...,V d )M(si) 

d 

+ d\ J]L(Vi)V(V,Vi,...,V;,...,V rf ). 


i= 1 


Definition 8.2.2. Soit P e Z[Xi, 1/Ad, • • •, X d , 1/Ad] un polynome de Laurent, 
et notons (a m ) me2 d la famille presque nulle de ses coefficients (i.e. definie par 
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l’egalite P(X) = a m.X m ) . On appellc support du polynome P et on note 

Snpp P le sous-ensemble fini de 7 d defini par : 

SnppP = {m G 7 d : a m f 0}. 

Le polyhedre de Newton dn polynome P est l’enveloppe convexe de son support 
SuppP. C’est un polytope convexe a sommets dans 7 d . 


Pour tout corps de nombres K c Q, notons S E 1’ensemble canonique des places 

, II §1). Pour tout v G S K , on note | • \ v la valeur 
absolue normalisee sur K en la place u, cclle-ci etant definie par : | • \ u = |cr(-)| 
si v est associee a un plongement reel a : K M, | • \ v — |cr(-) | 2 si v est associee 
a un plongement complexe a : K C, et | ■ \ v — (Np)~ Vp O si v est une place 
non-archimedienne associee a un ideal premier p de Ok- 

On peut alors enoncer le corollaire suivant, de forme plus elementaire : 


de K (voir par exemple |L 


an 


Corollaire 8.2.3. Soient P 1 ,..., P d G 7[X 1: 1/Ad, ■ • •, X d , 1 /X (j ] des polynomes 
de Laurent a coefficients entiers, et notons X 1 ,... respectivement leur polyhedre 

de Newton. Notons V = Vi + ■ • ■ + leur somme de Minkowski, que nous sup- 
posons d’interieur non vide. Notons Z x ,... ,Z d le lieu des zeros de P\,... ,P d 
respectivement dans (Q ) d et (Z x fl ••• D Z d ) pv Vensemble des points isoles du 
schema Z\ fl • • • fl Z d , et pour chaque point x de cet ensemble notons l(x) sa 
multiplicity et h^(x) sa hauteur definie par I’egalite : 


h v (x) = V log ( max |x m (x)|^ , 
zJ \ mevnin / 


v&S K 

ou K designe un corps de nombres contenant les coordonnees de x. On a : 

1 d - 

- ^ l(x)h v (x) ^ Vi,..., V i? ..., Vrf)(M(Pj) + L(Vi)). 


xe(Zin-nz d ) P 


i =1 


Demonstration. Soit A l’eventail dans N que l’on associe a V grace au theoreme 
( [2.4.1 ) et soit E Lunique diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A) tel 
que K e = V et E est ample. D’apres le theoreme (|2.4.3| ) il existe des diviseurs de 
Cartier horizontaux T-invariants Ei,... ,E d sur P(A) tels que pour tout 1 d f d 
d, K e . = Vj et le faisceau inversible O^Efi) est engendre par ses sections globales. 
De plus on a P = Pi + • • • + E d . 

D’apres la remarque ( p.4.4[) , il existe un raffinement A' de A tel que P(A') est 
projective et lisse. On note z* : P(A') —> P(A) le morphisme equivariant induit 
par l’inclusion i : A' ^ A et on pose E' = (j*)*(P), E[ = (i*)*(P 1 ),..., E' d = 
(if)*(Ef). On sait alors que K E > = V, P K j = Vi ,...,K E > = X d et que les 
faisceaux inversibles O(E'), O(E'f),..., 0(E' d ) sont engendres par leurs sections 
globales. 

Pour tout 1 f i f d, on deduit de l’inclusion Supp Pi C V, que Pi s’etend 
en une section reguliere non nulle s' de P' sur P(A'). On peut done appliquer 
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l’inegalite (|3.48|) sur P(A') et on trouve : 




2=1 


d 

+d\ j2 L (Vi) v (v,vu 


j Vi,..., Vq 


2=1 


On se ramene de P(A')(Q) a T(Q) = ( Q*) d en ntilisant la positivite de (cf. 

exemple |5.5.8|) . Enfin l’egalite h 0 , E * (x) = h^ix) pour tout x G (Q*) d est une 
consequence directe de la construction par image inverse de ||.||e',oo (cf- § |3.3.3| ). 


8.2.3. Demonstration du theoreme. 

On demontre tout d’abord lc lemme suivant : 

Lemme 8.2.4. Soit k un entier compris entre 1 et d, et soit Z e Z k {F( A')) un 
cycle effectiftel que la section s k de 0(E k ) ne soit identiquement nulle sur aucune 
des composantes irreductibles de Z. On a : 


i O(i?) 00 ,0(Ai) 00 ,...,C>(E fe _ 1 ) oo ( Z ■ dlv S k) 

sC h 7 . 


V 0(E) oo ,0(E 1 ) oa ,...,0(E k ) c 


( Z ) 


+ deg(£’ -El-- ■ E k -i ■ Z) ( L(\7 k ) + 


h 


0(E) C 


(divs fe ) 


deg(E d ) 


Demonstration. D’apres le theoreme (|5.5.6|) alinea (6), on a : 


h 0(E) ao ,0{E 1 ) oa ,...,0{E k - 1 )( Z ‘ dws k) - h 0(E) oo ,0(E 1 ) oa ,...,0(E k ) oo i Z ) 


+ / log K|k >0 oCi(O(£) Jc^OiEjJ • ■■c 1 (0(E k _ 1 ) c 

Jz(C) 


On deduit de la proposition (|8.1.2|) que : 


Sup log ||s fc (a:)|| jE ; fcj00 ^ M(s k ) + L(V fc ). 

xeP(A')(C) 
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De l’inegalite precedente et de la positivite des courants ci(C ) (£ , ) 00 ), ci(C?(£'i) 00 ), 
. .., (cf. exemple [4 .5. 8| ) on tire que : 


IZ(C) 


log K|k i00 c 1 (0( J E) 00 )c 1 (C>( J E 1 ) oo ) • • • Cl (0(E k ^)J 


'z{ C) 


(M( Sfe ) + L(V fc )) 


— deg(£' ■ E\ - ■ ■ E k _i)(M(s k ) + L(V k )). 
Enfin, on a d’apres la proposition (|7.2.1| ) l’egalite : 


M{s k ) = 


L o(E) c 


(divsfc) 


deg(E d ) 

ce qui suffit a etablir le result at. 

On passe maintenant a la demonstration du theoreme : 

On construit par recurrence une suite finie Z 0 , Z 1; ..., Z d de cycles effectifs dans 
P(A') tels que Z t e Z*(P(A 7 )) pour tout 0 ^ i ^ d de la fagon suivante : 

- On pose Z 0 = P(A 7 ). 

- Pour i ^ 1, le cycle Z % est defini cornnie la somnie avec multiplicites des 
composantes de Z.i_i ■ div Sd+i-i dont l’intersection avec div est propre. 

Comme dans P(A 7 ) 1’intersection d’un cycle de codimension k par une hypersur¬ 
face est soit vide, soit un cycle de codimension k + 1, toute composante non vide 
de : 

{{\ Z i-i\ O | div Srf + i_j|) - \Zi\) fl | divs d _j| D • • • 0 | divsi| 
est au moins de dimension 1. On est done assure de l’egalite : 

Z d = (div si ■ ■ -divs d ) pr . 

Pour tout 1 ^ k ^ d, le cycle ( Z d ~k • div s k ) — Z d -k+i est effectif. On deduit de 
cela et de l’exemple ( |5.5.8|) que : 

/l O(E) 0 o,0(q) 00 ,...,0(B M ) (x) (Zd-k+l) < h 0{E) oo ,0(Ed oo ,.,0(E k - 1 ) oo ( Z d-k ' dwS k ). 

Du fait de la positivite des fibres O(E), O(Ei),..., 0(E k -i ) on a de nieme : 

deg(E • E x ■ ■ ■ E k -i ■ Z d _ k ) < deg(E • E 1 ■ ■ ■ E k ■ ■ ■ E d ). 

En appliquant le lemme ( |S.2.4| ), on obtient pour tout 1 k ^ d l’inegalite : 

h 0(E) oo ,0(Ej oo ,...,0(E k _ 1 ) oo ( Z d-k+ 1) 

^ h 0{E) oo ,0(E 1 ) oo ,...,0(E k ) oo ( Z d-k) 


+ deg(E ■ Ei ■■■ E k ■■ ■ E d ) [ L(\7 k ) + 


h 


0(E) C 


(divs fe ) 


deg (E d ) 
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Une recurrence finie permet alors de conclure. 
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